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МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА 
 

 

УДК 517.2; 517.3; 519.6; 512 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ НА ОСНОВЕ 

 АЛЬТЕРНАТИВНЫХ ОЦЕНОК ИЗМЕНЕНИЯ ФУНКЦИИ И АРГУМЕНТА 

 

А.Ю. Колягин 

Независимый исследователь 

 
В статье представлен особый подход к понятию дифференцирования и интегрирования функций на 

основе нестандартной оценки изменения функций и аргумента. Один способ оценки связан с опера-

цией деления - отношение значений функции, другой – с новой операцией, определённой с использо-

ванием понятия логарифма. Определены дифференцирование и интегрирование разного типа, включая 

дифференцирование одной функции по другой, определено разложение функций в произведение и дру-

гие структуры аналогично разложению в ряд Тейлора. На основе производных и интегралов нового 

типа даны примеры построения численных методов интерполяции, аппроксимации, дифференцирова-

ния и интегрирования функций.  

Ключевые слова: дифференциальное исчисление, интегральное исчисление, разложение функции в 

произведение, арифметические операции, численные методы, аппроксимация функций, численное диф-

ференцирование, численное интегрирование, математическая физика.  

 

Введение 
 

В теории дифференциального и интегрального исчисления оценка изменения функции 

и аргумента выражается разностью значений соответствующих величин, т.е. основана на 

арифметической операции вычитания. В мало известной работе Никитина И. И. «Исчисление 

величин бесконечно близких к единице», опубликованной в 1970 году [1], определено понятие 

производной с оценкой изменения функции в форме отношения её значений вместо разности, 

т.е. с оценкой, основанной на операции деления, определяются соответствующие правила 

дифференцирования и интегрирования функций. 

 Данное исследование является, в определённом смысле, продолжением работы 

И. И. Никитина. Поскольку определить оценку изменения величин на основе обратной к сле-

дующей за умножением операции, т.е. операции возведения в степень не представляется воз-

можным (она не обладает необходимыми для этого свойствами), в исследовании вводится осо-

бая операция с использованием понятия логарифма числа, на основе которой оценка измене-

ния величин возможна. Также определяется и следующая операция, которая нужна для нового 

типа дифференцирования и интегрирования функций. На основе этих операций определён 

другой тип производной, соответствующие правила дифференцирования и интегрирования 

функций. 

Далее в работе представлены и другие типы дифференцирования функций, вытекаю-

щие из альтернативных оценок изменения значений функции и аргумента. Эти способы диф-

ференцирования позволяют получать разложение функций в особые сходящиеся ряды, произ-

ведения и другие структуры. На их основе определены численные методы приближения функ-

ций (интерполяция, аппроксимация), дифференцирования и интегрирования функций, реше-

ния нелинейных уравнений. Актуальность этих методов обоснована их повышенной точно-

стью для определённого вида функций, которые используются в моделировании и аппрокси-

мации процессов, протекающих с экспоненциальным и более высоким темпом.  
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1. Особые операции на основе понятия логарифма 
 

В целях определения нового типа дифференцирования и интегрирования введём сна-

чала две операции с числами, которые будем считать особыми арифметическими операциями. 

Первая из них будет следовать за операцией умножения, основываться на ней и обладать свой-

ствами коммутативности, ассоциативности и дистрибутивности по отношению к умножению. 

На основе этой операции можно будет оценивать изменение величин, в частности, значения 

функции. Вторая операция будет основана на первой по аналогии операции возведения в сте-

пень на основе умножения.  

Покажем кратко логику, приводящую к определению этих операций. Первую операцию 

следует рассматривать отдельно на множестве положительных и на множестве отрицательных 

чисел (нуль исключается). В этой работе остановимся на множестве положительных чисел, а 

другой вариант может быть рассмотрен отдельно по аналогии данного исследования.  

Очевидно, что любое положительное число 𝑎 можно представить в виде 

𝑎 = 𝑑(log𝑑 𝑎), 𝑑 > 0, 𝑑 ≠ 1. 
Здесь следует рассматривать два варианта: 𝑑 > 1 и 0 < 𝑑 < 1. В нашем исследовании 

мы остановимся на первом. Условно запись 𝑎 = 𝑑(log𝑑 𝑎) можно трактовать, как форму пред-

ставления числа, показывающую, из какого «количества» перемножаемых базовых элементов 

𝑑 состоит рассматриваемое число: 𝑎 = 𝑑 × 𝑑 × 𝑑 × …× 𝑑⏟            
log𝑑 𝑎 

 . В такой же форме представим вто-

рое положительное число 𝑏 = 𝑑 × 𝑑 × 𝑑 × …× 𝑑⏟            
log𝑑 𝑏 

. Рассмотрим 𝑏𝑎 = 𝑑(log𝑑 𝑏)𝑎.  В этой опера-

ции величина log𝑑 𝑏 показывает количество условных «единиц» 𝑑 в 𝑏, а величина 𝑎 условно 

показывает количество единиц «1» в 𝑎 (𝑎 = 1 + 1 +⋯+ 1⏟        
𝑎 единиц "1"

), т.е. разного типа единицы. В этой 

связи изменим операцию, заменив 𝑎 на log𝑑 𝑎, приводя эти единицы к одному типу.  

Определение 1. Возведением числа 𝑏 > 0 в логарифмическую степень (или в л-степень) 

𝑎 > 0 с базой 𝑑 > 1 будем называть определение числа 𝑐 > 0 следующим образом: 

𝑐 = 𝑏log𝑑 𝑎
 
= 𝑑log𝑑 𝑏 log𝑑 𝑎

 
. 

Эта операция обладает свойствами: 

• коммутативность: 𝑏log𝑑 𝑎
 
= 𝑑log𝑑 𝑏 log𝑑 𝑎

 
= 𝑑log𝑑 𝑎 log𝑑 𝑏 = 𝑎log𝑑 𝑏; 

• ассоциативность: (𝑏log𝑑 𝑎
 
)
log𝑑 𝑐

= 𝑏log𝑑 𝑎 log𝑑 𝑐
 
= 𝑏log𝑑(𝑎

log𝑑 𝑐); 

• дистрибутивность относительно умножения: 

𝑏log𝑑(𝑎с)
 
= 𝑏log𝑑 𝑎+log𝑑 𝑐

 
= 𝑏log𝑑 𝑎𝑏log𝑑 𝑐; 

• нейтральным элементом выступает база 𝑑: 𝑏log𝑑 𝑑 = 𝑏; 

• симметричным числу 𝑏 ≠ 1  является величина 𝑑
1

log𝑑 𝑏 :  

𝑏
log𝑑(𝑑

1
log𝑑 𝑏)

= 𝑑
(log𝑑 𝑏)(

1

log𝑑 𝑏
)
= 𝑑.  

Единица играет аналогичную роль, которую играет нуль в умножении, т.е. 

 ∀𝑎 > 0   1log𝑑 𝑎
 
= 𝑎log𝑑 1

 
= 1. 

Определение 2. Обратную к л-степени  операцию, которую назовём обратной л-степе-

нью с базой 𝑑 > 1 числа 𝑐 > 0 с показателем 𝑎 > 0 и 𝑎 ≠ 1, будем называть нахождение числа 

𝑏 > 0 такого, что 𝑏log𝑑 𝑎
 
= 𝑐: 𝑏 = 𝑐(log𝑑 𝑎)

−1
= 𝑑(log𝑑 𝑐) (log𝑑 𝑎)

−1
= 𝑑log𝑎 𝑐.    

Для 𝑎 = 1 эта операция не определена. 

Примеры:  

• л-степень числа 4 с показателем 100 и базой 10: 4lg 100
 
= 16;  

• обратная л-степень 16 с показателем 100 и базой 10: 16(lg 100)
−1
= 4; 

• обратная л-степень 16 с показателем 4 и базой 10: 16(lg 4)
−1
= 10

lg16

lg4  = 100. 
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Теперь определим следующую за л-степенью и построенную на её основе операцию. В 

математике известно понятие следующей после возведения в степень операции, которую 

называют тетрацией [2]. Это понятие недостаточно определено и, поэтому, такая операция 

практически не используется. Мы используем её название для следующей после л-степени 

операции, которую назовём л-тетрацией. 

Условно л-тетрацию 𝑏 > 1 с показателем 𝑎 > 0 можно проиллюстрировать, как после-

довательное слева направо возведение 𝑏 в л-степень 𝑏 с количеством операндов 𝑏, равным 𝑎: 

 (((𝑏log𝑑 𝑏)
log𝑑 𝑏

)
…

)
log𝑑 𝑏

⏟                =

𝑎 операндов

𝑏
(log𝑑 𝑏)(log𝑑 𝑏)…(log𝑑 𝑏)⏟                  

𝑎−1 сомножителей = 𝑏(log𝑑 𝑏
 )𝑎−1 = 𝑑(log𝑑 𝑏

 )𝑎.  

Определение 3. Л-тетрацией с базой 𝑑 > 1 и показателем 𝑎 > 0 числа 𝑏 > 1 будем назы-

вать вычисление величины 𝑐 = 𝑑(log𝑑 𝑏
 )𝑎. Очевидно, что 𝑐 > 1.  

Обратные к л-тетрации операции определяем, как решение относительно 𝑎  и 𝑏  уравнения 

 𝑐 = 𝑑(log𝑑 𝑏
 )𝑎: 

- л-логарифмом с базой 𝑑 > 1 числа 𝑐 > 𝑑 > 1 по основанию 𝑏 > 𝑑 > 1 назовём ве-

личину 𝑎 = loglog𝑑 𝑏 log𝑑 𝑐  (очевидно, что 𝑎 > 0);  

- обратной л-тетрацией с базой 𝑑 > 1 и показателем 𝑎 > 0 числа 𝑐 > 1 назовём вели-

чину 𝑏 = 𝑑(log𝑑 𝑐)
1
𝑎  (очевидно, что 𝑏 > 1); 

- когда 𝑎 является натуральным числом, величину 𝑏 = 𝑑(log𝑑 𝑐)
1
𝑎  также будем называть 

извлечением л-корня из 𝑐 степени 𝑎 с базой 𝑑. 

Примеры:  

• л-тетрация 1000 с показателем 2 и базой 10: 10((lg 1000)
2) = 1000000000; 

• л-логарифм из 1000000000 с основанием 1000 и базой 10: 

loglg 1000 lg 1000000000 = 2; 

• л-корень степени 2 из 1000000000 с базой 10: 10(lg 1000000000)
1
2 = 1000. 

 

2. Основы дифференциального и интегрального исчисления второго типа 
 

Перед рассмотрением использования определённых выше операций для оценки изме-

нения функции и определения нового типа производной в этом разделе представим упомяну-

тый выше подход Никитина И. И. к определению производной, дифференцирования и инте-

грирования функций [1]. Его теория, которую будем называть дифференциальным и инте-

гральным исчислением второго типа, строится по аналогии с обычной теорией дифференци-

ального и интегрального исчисления [3], которую отнесём к первому типу. Отметим, что его 

подход с альтернативной оценкой изменения функции перекликается с известным понятием 

логарифмической производной.  

Если говорить о производной первого типа, то, по сути, она показывает «на сколько» 

меняется функция в точке 𝑥 за «единицу» изменения аргумента. Никитин И. И. рассматривает 

соотношение изменения функции и аргумента, показывающее «во сколько раз» меняется 

функция за «единицу» изменения аргумента в рассматриваемой точке. В этом случае следует 

рассматривать функцию в области, где она положительна (значение производной большее 

единицы показывает во сколько раз увеличивается функция) и отдельно, где она отрицательна 

(такое значение показывает во сколько раз она уменьшается). Далее будем рассматривать 

только первый вариант, считать функции положительными в рассматриваемых точках и обла-

стях, включая примеры производных и интегралов. В случае, когда функция отрицательна, 

рассмотрение можно строить аналогичным образом.      

Пусть функция 𝑓(𝑥) определена и положительна в окрестности 𝑥. Если её аргумент 

меняется от 𝑥  до  𝑥 + ∆𝑥, а функция равномерно изменяется в 𝑎 > 0 раз, то  
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 𝑓(𝑥 + ∆𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑎∆𝑥
 
⇒ 𝑎 = [

𝑓(𝑥 + ∆𝑥)

𝑓(𝑥)
]

1

∆𝑥

. 

Производная второго типа функции 𝑓(𝑥) в точке 𝑥, которую обозначим 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ , опреде-

ляется, как предел: 

𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ = lim
∆𝑥→0

[
𝑓(𝑥 + ∆𝑥)

𝑓(𝑥)
]

1

∆𝑥

. 

Производные второго и первого типов связаны между собой: 

𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ = lim
∆𝑥→0

[
𝑓(𝑥 + ∆𝑥)

𝑓(𝑥)
]

1

∆𝑥

= lim
∆𝑥→0

[
𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
]

1

∆𝑥

= 

= lim
∆𝑥→0

[1 +
𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
]

1

∆𝑥

= lim
∆𝑥→0

[1 +

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)

1

∆𝑥

]

1

∆𝑥

=𝑒
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥) = 𝑒ln
′ 𝑓(𝑥). 

На основе этой формулы определён список производных второго типа от элементарных 

функций и правила их вычисления.  

Примеры:  

• 𝑐𝜑(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑒
𝑐𝜑′(𝑥)

𝑐𝜑(𝑥) = 𝑒
𝜑′(𝑥)

𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.; 

• 𝜑(𝑥)𝜓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑒ln
′(𝜑(𝑥)𝜓(𝑥)) = 𝑒ln

′𝜑(𝑥)+ln′𝜓(𝑥) = 𝑒ln
′𝜑(𝑥)𝑒ln

′𝜓(𝑥) = 𝜑(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅    𝜓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅; 

• 𝑓(𝜑(𝑥))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑒
𝑓𝜑
′ (𝜑)𝜑′(𝑥)

𝑓(𝜑) = (𝑒
𝑓𝜑
′ (𝜑)

𝑓(𝜑) )

𝜑′(𝑥)

= (𝑓(𝜑)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
𝜑′(𝑥)

; 

• 𝑐̅ = 𝑒
𝑐′

𝑐 = 𝑒0 = 1 (𝑐 ≠ 0);  

• 𝑥𝑛̅̅̅̅ = 𝑒
𝑛𝑥𝑛−1

𝑥𝑛 = 𝑒
𝑛

𝑥; 

• sin 𝑥  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑒
sin′ 𝑥

sin 𝑥 = 𝑒𝑐𝑡𝑔𝑥; 

• 𝑎𝑥̅̅ ̅ = 𝑒ln
′ 𝑎𝑥 = 𝑒(𝑥 ln 𝑎)

′
= 𝑎, 𝑒𝑥̅̅ ̅ = 𝑒  . 

Далее определяется понятие дифференцирования нового типа на основе возможности 

представления отношения 
𝑓(𝑥+∆𝑥)

𝑓(𝑥)
 при фиксированном х в виде показательной функции  

𝑓(𝑥+∆𝑥)

𝑓(𝑥)
= 𝑎∆𝑥𝑢(∆𝑥), где главный множитель 𝑎∆𝑥 играет ту же роль, что и дифференциал в ис-

числении бесконечно малых. Поэтому 𝑎∆𝑥 назовём дифференциалом второго типа, а 𝑢(∆𝑥) – 

величиной сколь угодно близкой к единице более высокого порядка, чем 𝑎∆𝑥 при ∆𝑥 → 0. Это 

можно интерпретировать так: если рассмотреть ln(𝑎∆𝑥𝑢(∆𝑥)) = ∆𝑥 ln 𝑎 + ln 𝑢(∆𝑥), то 

ln 𝑢(∆𝑥) будет бесконечно малой более высокого порядка, чем ∆𝑥 ln 𝑎. Дифференциал пере-

менной определяем также, как и для первого типа:  ∆𝑥 = 𝑑𝑥.  

Пример определения дифференциала второго типа функции 𝑓(𝑥) = 2𝑥
2
 в 𝑥̇ = 1: 

 
𝑓(𝑥̇+∆𝑥)

𝑓(𝑥)
= 𝑒

ln
𝑓(𝑥̇+∆𝑥)

𝑓(𝑥) = 𝑒ln 2
(𝑥̇+∆𝑥)2−ln2𝑥

2

= 𝑒2𝑥̇∆𝑥 ln 2𝑒(∆𝑥)
2 ln 2|

𝑥=2
= 4𝑥̇∆𝑥2(∆𝑥)

2
, 𝑎∆𝑥 = 4∆𝑥. 

Производные второго типа более высокого порядка определяются аналогично тому, как 

это делается для производной первого типа: 

𝑓(𝑥)̿̿ ̿̿ ̿̿ = [𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , …., 𝑓(𝑥)(𝑛)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =   [ 𝑓(𝑥)(𝑛−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅]
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

. 

На основе этого возникает возможность разложения функции в бесконечное произве-

дение. Для этого в ряде Тейлора для ln(𝑓(𝑥)) производные первого типа заменяются на выра-

жения с производными второго типа, полученными на основе указанной связи производных 

первого и второго типов:  

ln′ 𝑓(𝑥) = ln 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ , ln′′ 𝑓(𝑥) = ln 𝑓(𝑥)̿̿ ̿̿ ̿̿  ,… ln(𝑛) 𝑓(𝑥) = ln 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑛); 
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ln(𝑓(𝑥 + ∆𝑥)) = 

= ln(𝑓(𝑥)) + ∆𝑥 ln(𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ) +
∆𝑥2

2!
ln(𝑓(𝑥)̿̿ ̿̿ ̿̿  ) + ⋯+

∆𝑥𝑛

𝑛!
ln(𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑛)) + 𝑜(∆𝑥𝑛), ∆𝑥 → 0. 

Из этого разложения следует справедливость утверждения: 

Если функция 𝑓(𝑥) определена и положительна в точке 𝑥0 и её окрестности, а также 

имеет в этой точке производные второго типа до порядка 𝑛 включительно, то при аргументе 𝑥 

из этой окрестности стремящемся к 𝑥0 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0)  𝑓(𝑥0) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑥−𝑥0
1!  𝑓(𝑥0) ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿

 
(𝑥−𝑥0)

2

2! …𝑓(𝑥0)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑛)
(𝑥−𝑥0)

𝑛

𝑛!  𝑒𝑜((𝑥−𝑥0)
𝑛) или 

𝑓(𝑥) =∏ 𝑓(𝑥0)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑘)
(𝑥−𝑥0)

𝑘

𝑘!
𝑛

𝑘=0
× 𝑒𝑜((𝑥−𝑥0)

𝑛). 

 

Аналогично первому типу, вводится и понятие первообразных для 𝑓(𝑥) как функций, 

производные которых второго типа равны 𝑓(𝑥). Нахождение совокупности первообразных 

второго типа определяется как действие, обратное дифференцированию второго типа 𝑓(𝑥), 

называется интегрированием второго типа. Обозначим его символом ∫  
−

 
. Пусть 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥). 

Тогда на основе равенства  𝑐𝐹(𝑥) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∆𝑥 = 𝐹(𝑥) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅∆𝑥, (𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡), получаем: ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
−

 
𝑐𝐹(𝑥).  

С использованием формул производных второго типа определяются соответствующие 

формулы неопределённых интегралов второго типа для функций и правила их вычисления.  

Примеры:  

• ∫𝜑(𝑥)𝜓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑑𝑥 
−

 
= ∫𝜑(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑥 

−

 
∫𝜓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑑𝑥 

−

 
= 𝑐𝜑(𝑥)𝜓(𝑥); 

• ∫(𝑓(𝜑)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
𝜑′(𝑥)𝑑𝑥

 
−

 

= 𝑐𝑓(𝜑(𝑥)) 

• ∫ (𝑒
𝑛

𝑥)
𝑑𝑥

 
−

 

= 𝑐𝑥𝑛; 

• ∫(𝑒𝑐𝑡𝑔𝑥)𝑑𝑥 
−

 
= 𝑐sin 𝑥; 

• ∫𝑎𝑑𝑥  
−

 
= 𝑐𝑎𝑥. 

Так как 𝑒∫ ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒

(𝑒∫ ln𝑓(𝑥)𝑑𝑥)

𝑒∫ ln𝑓(𝑥)𝑑𝑥
(∫ ln𝑓(𝑥)𝑑𝑥)′

= 𝑒ln 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥), неопределённые инте-

гралы второго и первого типа связаны следующим равенством: ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
−

 
= 𝑒∫ ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥.  

Понятие определённого интеграла второго типа вводится, как предел соответствующих 

интегральных произведений, которые формируются на разбиении интервала, где интегрируе-

мая функция непрерывна и одного знака. Здесь мы рассматриваем только вариант положи-

тельной функции. 

Пусть 𝑓(𝑥) определена и положительна на [𝑎, 𝑏]. Разобьём отрезок на части точками:    

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏,     𝑥𝑘−1 ≤ 𝜔𝑘 ≤ 𝑥𝑘, ∆𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1, 𝛿 = max
𝑘
∆𝑥𝑘. 

Тогда определённым интегралом второго типа этой функции с пределами 𝑎 и 𝑏, кото-

рый обозначим ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎−

 
, будет называться следующий конечный предел, если он суще-

ствует, который определяется на основе различных разбиений  [𝑎, 𝑏] при 𝛿 → 0: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎−

 

= lim
𝛿→0

∏ 𝑓(𝜔𝑘)
∆𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1
. 

Пусть этот предел существует. Тогда из этого равенства следует: 

ln ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎−

 

= lim
𝛿→0

ln (∏ 𝑓(𝜔𝑘)
∆𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1
) = lim

𝛿→0
∑  ∆𝑥𝑘 ln 𝑓(𝜔𝑘)

𝑛

𝑘=1
= ∫ ln 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

.  

На основе этого получаем формулу выражения определённого интеграла второго типа 

через интеграл первого типа: 
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∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎−

 

= 𝑒∫ ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏
𝑎 . 

Далее на основе этой формулы имеем: 

 
⇒ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎−

 

= 𝑒∫ ln𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏
𝑎 = 𝑒∫ ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥|𝑥=𝑏−∫ ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥|𝑥=𝑎 =

𝑒∫ ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥|𝑥=𝑏

𝑒∫ ln 𝑓(𝑥)𝑑𝑥|𝑥=𝑎
=

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
−

 
|
𝑥=𝑏

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
−

 
|
𝑥=𝑎

. 

Интеграл ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
−

 
, который является первообразной второго типа для 𝑓(𝑥),  обозна-

чим 𝑐𝐹(𝑥). Тогда получаем формулу вычисления определённого интеграла второго типа:  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎−

 

=
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

−

 
|
𝑥=𝑏

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
−

 
|
𝑥=𝑎

=
𝐹(𝑏)

𝐹(𝑎)
. 

В своей работе Никитин И. И. даёт примеры приложения своей теории для упрощения 

процесса обычного дифференцирования и интегрирования в ряде случаев.  

Говоря о дифференцируемости, как первого, так и второго типов, функции 𝑓(𝑥) в точке, 

мы связываем это понятие с возможностью представления изменения 𝑓(𝑥) в окрестности этой 

точки в виде определённого типа функции от ∆𝑥. В первом случае – это линейная функция, 

т.е. функция вида  𝜓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥, а во втором – это функция вида  𝜓(𝑥) = 𝑎0𝑎1
𝑥. Для ис-

пользования в дальнейшем обобщённой терминологии такого рода функции, соответствую-

щие понятию дифференцируемости некоторого типа, будем называть базовыми. Также далее 

функцию, которую обозначим 𝑃×
𝑛(𝑥), вида 𝑃×

𝑛(𝑥) = 𝑎0𝑎1
𝑥𝑎2

𝑥2 …𝑎𝑛
𝑥𝑛  будем называть показа-

тельным многочленом степени n.  

Отметим, что производная второго типа всегда положительна и характеризует измене-

ние функции в сторону увеличения и уменьшения в рассматриваемой точке в зависимости от 

знака функции в окрестности этой точки. Если функция положительна, то при значении про-

изводной больше единицы функция растёт, равной единице – не меняется, меньше единицы – 

убывает. В противном случае при значении производной больше единицы функция убывает, 

равной единице – не меняется, меньше единицы – растёт.       

 

3. Основы дифференциального и интегрального исчисление третьего типа 
 

В этом разделе рассмотрим основы дифференциального и интегрального исчисления, 

оценивая изменение функции в виде обратной л – степени её значений в точках 𝑥 и  𝑥 + ∆𝑥, 

т.е. в виде 𝑑log𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥+∆𝑥). Напомним, что рассматриваем далее только 𝑑 > 1 и не указываем 

это условие. Учитывая, что операция л-степени была определена пока только на множестве 

положительных чисел, можно рассматривать функции там, где они положительны. Также в 

этом случае надо рассматривать отдельно вариант для 𝑓(𝑥) > 1 и для 0 < 𝑓(𝑥) < 1. В данной 

работе мы остановимся на первом варианте, включая примеры производных и интегралов.    

Дифференцируемость функции в точке 𝑥 определим возможностью представления  её 

изменения, т.е. 𝑑log𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥+∆𝑥), в окрестности этой точки в виде соответствующей базовой 

функции от ∆𝑥 на основе л-степени и л-тетрации (аналоги базовой – линейной функцией от 

∆𝑥 для дифференциала первого типа). Такого рода функции состоят из частей, связанных не 

сложением, как в линейной функции (𝑦 = 𝑎1𝑥 + 𝑎0), а л-степенью: 𝑦 = (𝑑(log𝑑 𝑎1)
𝑥
)
log𝑑 𝑎0

, где 

𝑎1 > 1 и 𝑎0 > 1.  

Такую функцию можно записать и в виде 𝑦 = 𝑎0
(log𝑑 𝑎1)

𝑥
= 𝑑(log𝑑 𝑎0)(log𝑑 𝑎1)

𝑥
. Она  от-

носится к виду функций, которые будем обозначать 𝑃𝑙;𝑑
𝑛 (𝑥) и называть л-многочленами сте-

пени 𝑛:  𝑃𝑙;𝑑
𝑛 (𝑥) = 𝑑(log𝑑 𝑎0)(log𝑑 𝑎1)

𝑥(log𝑑 𝑎2)
𝑥2…(log𝑑 𝑎𝑛)

𝑥𝑛

, 𝑎𝑖 > 1, 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. 
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По определению полагаем, что, если изменение функции 𝑓(𝑥) представимо в виде: 

𝑑log𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥+∆𝑥) = (𝑑(log𝑑 𝑎)
∆𝑥
)
log𝑑 𝑣(∆𝑥)

= 𝑑(log𝑑 𝑎)
∆𝑥 log𝑑 𝑣(∆𝑥), где 𝑣(∆𝑥) имеет более высокий по-

рядок стремления к 𝑑, чем  𝑑(log𝑑 𝑎)
∆𝑥

 при ∆𝑥 → 0, т.е. 𝑣(∆𝑥) - величина, бесконечно близкая к 

𝑑, то 𝑓(𝑥) дифференцируема по третьему типу. 

В терминах новых операций такого типа производная определяется пределом при ∆𝑥 →

0 обратной л-тетрации с показателем 
1

∆𝑥
 и базой 𝑑 из величины изменения функции, выражен-

ной обратной л-степенью значений функции с базой 𝑑 ,т.е. 𝑑log𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥+∆𝑥). Далее для удобства 

положим 𝑑 = 𝑒 и будем опускать упоминание базы.  

Определение 4. Производной третьего типа в точке 𝑥 функции действительного пере-

менного 𝑓(𝑥) > 1 будем называть следующий предел, который обозначим 𝑓(𝑥)̃:  

𝑓(𝑥)̃ = lim
∆𝑥

 
→0
𝑒(log𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥+∆𝑥))

1
∆𝑥
= lim
∆𝑥

 
→0
𝑒𝑒

(
ln𝑓(𝑥+∆𝑥)
ln 𝑓(𝑥)

)

1
∆𝑥

= 𝑒ln 𝑓(𝑥)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

= 𝑒𝑒
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥) ln𝑓(𝑥)
. 

Дифференциалом третьего типа функции 𝑓(𝑥) (обозначим 𝑑𝑓(𝑥)̃ ) в этом случае высту-

пает л-тетрация производной с показателем ∆𝑥: 𝑑𝑓(𝑥)̃ = 𝑒(ln 𝑓(𝑥)̃)
∆𝑥

. Этот дифференциал 

можно выразить с использованием производной второго и первого типов: 

 𝑑𝑓(𝑥)̃ = 𝑒(ln𝑓(𝑥)̃)
∆𝑥

= 𝑒(ln 𝑓(𝑥)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

∆𝑥

= 𝑒𝑒
∆𝑥𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥) ln𝑓(𝑥)
. 

На основе определения производной третьего типа можно получить её выражения для 

различных функций и правила её вычисления.  

Примеры:  

• 𝑐̃ = 𝑒ln 𝑐 = 𝑒1 = 𝑒, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.;  

• 𝜑(𝑥)𝑐̃ = 𝑒ln𝜑(𝑥)
𝑐
= 𝑒c ln𝜑(𝑥) = 𝑒ln𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑥)̃; 

• 𝜑(𝑥)ln𝜓(𝑥)̃ = 𝑒ln𝜑(𝑥)
ln𝜓(𝑥)

= 𝑒ln𝜑(𝑥) ln𝜓(𝑥) = 𝑒ln𝜑(𝑥) 𝑒
ln ln𝜓(𝑥)

= 𝜑(𝑥)̃ln𝜓(𝑥)̃; 

• 𝑥𝑎̃ = 𝑒ln 𝑥
𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
= 𝑒𝑎 ln 𝑥

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= 𝑒ln 𝑥

̅̅ ̅̅ ̅̅
= 𝑒𝑒

1
𝑥𝑙𝑛𝑥

;   

• 𝑎𝑥̃ = 𝑒ln 𝑎
𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
= 𝑒𝑥 ln 𝑎

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= 𝑒𝑥 ̅ = 𝑒𝑒

1
𝑥; 

• 𝑎𝑥
𝑏̃
= 𝑒ln 𝑎

𝑥𝑏

= 𝑒𝑥
𝑏ln 𝑎 = 𝑒𝑥

𝑏
= 𝑒𝑒

𝑏
𝑥. 

По аналогии с разложением функции в ряд Тейлора можно получить и разложение 

функции в бесконечную л-степень с производными третьего типа. Выражение этих производ-

ных разных порядков через производные второго типа таких же порядков имеет вид:  

𝑓(𝑥)̃ = 𝑒ln 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)̃̃ = 𝑒ln 𝑒
ln𝑓(𝑥)

= 𝑒ln 𝑓(𝑥), … , 𝑓(𝑥)̃(𝑛) = 𝑒ln 𝑓(𝑥)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑛)

. 

На основе этого ln 𝑓(𝑥) = ln 𝑓(𝑥)̃ , ln 𝑓(𝑥) = ln 𝑓(𝑥)̃̃ , … , ln 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑛) = ln 𝑓(𝑥)̃(𝑛)  
Рассмотрим разложение ln 𝑓(𝑥 + ∆𝑥) в произведение с производными второго типа: 

ln 𝑓(𝑥 + ∆𝑥) = ln 𝑓(𝑥)  ln 𝑓(𝑥) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∆𝑥  ln 𝑓(𝑥) ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿
 
∆𝑥2

2! … ln𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑛)
∆𝑥𝑛

𝑛!  𝑒𝑜(∆𝑥
𝑛), ∆𝑥 → 0. 

Здесь 𝑒𝑜(∆𝑥
𝑛)- величина бесконечно близкая к единице. Заменим в этом разложении 

ln 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑛) на ln 𝑓(𝑥)̃(𝑛) и выразим 𝑓(𝑥 + ∆𝑥), представив 𝑒𝑜(∆𝑥
𝑛) = ln 𝑒𝑒

𝑜(∆𝑥𝑛)
= ln 𝑣(∆𝑥), где 

𝑣(∆𝑥) = 𝑒𝑒
𝑜(∆𝑥𝑛)

 – величина бесконечно близкая к 𝑒. В результате получим: 

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) = 𝑓(𝑥)
(ln𝑓(𝑥)̃)

∆𝑥
 (ln𝑓(𝑥)̃̃)

 
∆𝑥2

2! …(ln 𝑓(𝑥)̃(𝑛))
∆𝑥𝑛

𝑛! ln 𝑣(∆𝑥), ∆𝑥 → 0 =           (1) 
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= 𝑓(𝑥)
(ln𝑒(ln𝑓(𝑥)̃)

∆𝑥
)(

 
 
ln𝑒

(ln𝑓(𝑥)̃̃)

∆𝑥2

2!

)

 
 
…(

 
 
ln𝑒

(ln𝑓(𝑥)̃(𝑛))

∆𝑥𝑛

𝑛!

)

 
 

ln𝑣(∆𝑥𝑛))

, ∆𝑥 → 0.                 (2) 
Разложение функции в форме (2) представляет л-степень (как сложение в разложении 

в ряд) элементов вида 𝑒(ln𝑓(𝑥)̃
(𝑛))

∆𝑥𝑛

𝑛!
 (как в ряде Тейлора слагаемые вида 

∆𝑥𝑛

𝑛!
𝑓(𝑥)(𝑛)), которые 

являются л-тетрацией производных третьего типа соответствующего порядка с показателем 
∆𝑥𝑛

𝑛!
 (как в ряде Тейлора – произведение производных на 

∆𝑥𝑛

𝑛!
) . Это разложение назовём разло-

жением функции в л-степень, как ещё одно разложение функции в дополнение к разложению 

в ряд с обычными производными и разложению в произведение с производными второго типа. 

Равнозначная форме (2) форма (1) разложения функции является более компактной 

формой, которую также можно называть разложением функции в степень, но не с производ-

ными третьего типа, а с логарифмами производных третьего типа.      

Введём понятие первообразной третьего типа для 𝑓(𝑥), как функции 𝐹(𝑥) такой, что    

𝐹(𝑥)̃ = 𝑓(𝑥). Действие обратное к вычислению производной третьего типа 𝑓(𝑥) определим, 

как нахождение совокупности её первообразных и будем называть неопределённым интегри-

рованием третьего типа. Используя символ ∫  
 ~

 
, обозначим это действие ∫ 𝑓(𝑥) 

𝑑𝑥  
~ 

 
. Учитывая, 

что 𝐹(𝑥)𝑐̃ = 𝐹(𝑥)̃, где 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., можно записать: ∫ 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑥  

~ 

 
= 𝐹(𝑥)𝑐. Используя формулы 

производных третьего типа, можно определить правила интегрирования этого типа и получить 

таблицу неопределённых интегралов третьего типа от соответствующих функций.  

Примеры:  

• ∫ 𝑒 
𝑑𝑥  

~ 

 
= 𝑐, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.;  

• ∫ 𝜑(𝑥)̃ 
𝑑𝑥  

~ 

 
= 𝜑(𝑥)𝑐; 

• ∫ (𝜑(𝑥)ln𝜓(𝑥))
 

𝑑𝑥
 

~ 

 

= ( ∫ 𝜑(𝑥) 
𝑑𝑥  

~ 

 
)
ln( ∫ 𝜓(𝑥) 

𝑑𝑥  ~ 

 
)
; 

• ∫ (𝑒𝑒
1

𝑥𝑙𝑛𝑥) 
𝑑𝑥  

~ 

 

= 𝑥𝑐𝑎 = 𝑥𝑏; 

• ∫ (𝑒𝑒
1
𝑥) 

𝑑𝑥  
~ 

 

= 𝑎𝑐𝑥 = 𝑏𝑥; 

• ∫ (𝑒𝑒
𝑏
𝑥) 

𝑑𝑥  
~ 

 

= 𝑎𝑐𝑥
𝑏
= 𝑑𝑥

𝑏
. 

На основании определения производной третьего типа можно показать, что: 

(𝑒 ∫ ln 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥−

 

)
̃

= 𝑒ln(𝑒
∫ ln𝑓(𝑥) 𝑑𝑥−
 

) = 𝑒 ∫ ln 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥−

 

= 𝑒ln 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥). 

Тогда справедливо следующее выражение неопределённого интеграла третьего типа 

через неопределённый интеграл второго типа, а также через обычный неопределённый инте-

грал, учитывая выражение интеграла второго типа через обычный интеграл: 

 

∫ 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑥  

~ 

 

= 𝑒 ∫ ln 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥−

 

= 𝑒𝑒
∫ ln ln𝑓(𝑥)𝑑𝑥

. 

Понятие определённого интеграла третьего типа вводим, как предел соответствующих 

интегральных л-степеней, которые формируются на разбиении интервала, где интегрируемая 

функция непрерывна и больше единицы: 

Пусть 𝑓(𝑥) определена и больше единицы на [𝑎, 𝑏]. Разобьём отрезок на части точками:    

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏,     𝑥𝑘−1 ≤ 𝜔𝑘 ≤ 𝑥𝑘, ∆𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1, 𝛿 = max
𝑘
∆𝑥𝑘. 
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 Тогда определённым интегралом третьего типа этой функции с пределами 𝑎 и 𝑏, кото-

рый обозначим ∫ 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑥𝑏

𝑎~

 
, будет называться следующий предел, если он существует, который 

определяется на основе различных разбиений  [𝑎, 𝑏] при 𝛿 → 0:  

∫ 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑥
𝑏

𝑎~

 

= lim
𝛿→0

𝑒∏ (ln𝑓(𝜔𝑘))
∆𝑥𝑘𝑛

𝑘=1 . 

Пусть этот предел существует. Тогда из этого равенства следует: 

ln ln ∫ 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑥
𝑏

𝑎~

 

= ln ln lim
𝛿→0

𝑒∏ (ln𝑓(𝜔𝑘))
∆𝑥𝑘𝑛

𝑘=1 = ln lim
𝛿→0

ln 𝑒∏ (ln𝑓(𝜔𝑘))
∆𝑥𝑘𝑛

𝑘=1 = 

= ln lim
𝛿→0

∏ (ln𝑓(𝜔𝑘))
∆𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1
= lim
𝛿→0

∑ ∆𝑥𝑘 ln ln 𝑓(𝜔𝑘)
𝑛

𝑘=1
= ∫ ln ln 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

. 

На основе этого получаем формулу выражения определённого интеграла третьего типа 

через интеграл первого типа: 

∫ 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑥
𝑏

𝑎~

 

= 𝑒𝑒
∫ ln ln𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏
𝑎 . 

Далее на основе этой формулы имеем: 

 
⇒ ∫ 𝑓(𝑥) 

𝑑𝑥
𝑏

𝑎~

 

= 𝑒𝑒
∫ ln ln𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏
𝑎 = 𝑒𝑒

∫ ln ln𝑓(𝑥)𝑑𝑥|𝑥=𝑏−∫ ln ln𝑓(𝑥)𝑑𝑥|𝑥=𝑎 = 

= 𝑒
𝑒∫ ln ln𝑓

(𝑥)𝑑𝑥|𝑥=𝑏

𝑒∫ ln ln𝑓(𝑥)𝑑𝑥|𝑥=𝑎  = 𝑒
ln 𝑒𝑒

∫ ln ln𝑓(𝑥)𝑑𝑥|𝑥=𝑏

ln𝑒𝑒
∫ ln ln𝑓(𝑥)𝑑𝑥|𝑥=𝑎 = 𝑒

ln ∫ 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑥  ~ 

 
|
𝑥=𝑏

ln ∫ 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑥  ~ 

 
|
𝑥=𝑎 . 

Интеграл ∫ 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑥  

~ 

 
, который является первообразной третьего типа для 𝑓(𝑥),  обозна-

чим (𝐹(𝑥))
𝑐
. Тогда получаем формулу вычисления определённого интеграла третьего типа:  

∫ 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑥
𝑏

𝑎~

 

= 𝑒

ln ∫ 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑥  ~ 

 
|
𝑥=𝑏

ln ∫ 𝑓(𝑥) 
𝑑𝑥  ~ 

 
|
𝑥=𝑎 = 𝑒

ln𝐹(𝑏)

ln𝐹(𝑎) = 𝐹(𝑏)
1

ln𝐹(𝑎). 

 

4. Другие типы производных с альтернативной оценкой изменения  

функции и аргумента 
 

В начальной части первого раздела об операции л-степени было показано, что число 

𝑎 > 0 можно представить в виде 𝑎 = 𝑑log𝑑 𝑎, где величина log𝑑 𝑎 условно определяет «коли-

чество» перемножаемых единиц 𝑑, дающих в результате число 𝑎. Учитывая это и положив, 

как условились ранее 𝑑 = 𝑒, в понятии производной второго типа изменение положительной 

функции 
𝑓(𝑥2)

𝑓(𝑥1)
 можно представить в виде 

𝑓(𝑥2)

𝑓(𝑥1)
= 𝑒ln 𝑓(𝑥2)−ln𝑓(𝑥1).  Таким образом величина 

ln 𝑓(𝑥2) − ln 𝑓(𝑥1) показывает в явном виде изменение функции в «количестве» единиц 𝑒 в то 

время, как величина 𝑒ln 𝑓(𝑥2)−ln𝑓(𝑥1) показывает во сколько раз изменяется функция, т.е. без 

выбранной единицы измерения 𝑒. В этом случае будем говорить об оценке изменения значе-

ния функции в неявном виде. 

Поэтому можно рассмотреть изменение функции в явном виде, т.е. ln 𝑓(𝑥2) − ln 𝑓(𝑥1), 
за единицу изменения аргумента для целей определения производной соответствующего типа. 

Данный вариант отличается от производной второго типа, но связан с ним. Поэтому обозна-

чим его тип 2.1, а производную обозначим 𝑓(𝑥 ) 

2.1
. В этом случае понятие дифференцирования 

связываем с возможностью представления значения изменения функции в точке  𝑥1 в виде 

базовой функции ln 𝑓(𝑥2) − ln 𝑓(𝑥1) = 𝑎∆𝑥 + 𝑜(∆𝑥), ∆𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1. Тогда определение произ-

водной сводится к пределу:   

 𝑓(𝑥1) 

2.1
= lim
∆𝑥→0

ln 𝑓(𝑥2)−ln𝑓(𝑥1)

∆𝑥
= ln′ 𝑓(𝑥1).  
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По аналогии с представлением положительного 𝑎 = 𝑒ln 𝑎, где ln 𝑎 показывает «количе-

ство» перемножаемых единиц 𝑒, рассмотрим теперь возможность представления числа 𝑎 > 1, 

как числа, условно состоящего из определённого «количества» единиц 𝑏 > 1, 𝑏 ≠ 𝑒, объеди-

нённых операцией л-степени по основанию 𝑒. Л-логарифм 𝑎 имеет вид 𝑒logln𝑏 ln 𝑎, где показа-

тель logln 𝑏 ln 𝑎 как раз и даёт это «количество» единиц 𝑏.  

Для удобства положим 𝑏 = 𝑒𝑒. Тогда л-логарифм 𝑎 примет вид: 

𝑒logln𝑏 ln𝑎 = 𝑒logln𝑒𝑒 ln 𝑎 = 𝑒ln ln 𝑎 

Таким образом, величина ln ln 𝑎 показывает какое количество единиц 𝑏 = 𝑒𝑒, объеди-

нённых операцией л-степени с основанием 𝑒, даёт 𝑎:  

(((𝑏ln 𝑏)
ln𝑏
)
…

)
ln 𝑏

⏟            
ln ln 𝑎

= 𝑏(ln𝑏)
ln ln𝑎−1

= 𝑒(ln𝑏)
ln ln𝑎

= 𝑒(ln 𝑒
𝑒)ln ln𝑎 = 𝑒𝑒

ln ln𝑎
= 𝑎.  

Далее рассмотрим связанную с производной третьего типа оценку изменения функции, 

которую можно представить в виде: 𝑒log𝑓(𝑥1) 𝑓(𝑥2) = 𝑒𝑒
ln log𝑓(𝑥1)

𝑓(𝑥2)

= 𝑒𝑒
ln ln 𝑓(𝑥2)−ln ln𝑓(𝑥1)

. 

Таким образом заключаем, что в этой оценке величина ln ln 𝑓(𝑥2) − ln ln 𝑓(𝑥1) показы-

вает в явном виде на какое количество единиц 𝑒𝑒 изменяется функция (в смысле л-степени), в 

то время, как величина 𝑒𝑒
ln ln𝑓(𝑥2)−ln ln𝑓(𝑥1)

 показывает это изменение в неявном виде. 

Тогда также, оценивая изменение функции в единицах 𝑒𝑒, получаем вариант производ-

ной, связанной с производной третьего типа. Назовём эту производную производной типа 3.1 

и обозначим 𝑓(𝑥 )̃ 
3.1 : 

𝑓(𝑥1)̃ 
3.1 = lim

∆𝑥→0

ln ln 𝑓(𝑥2) − ln ln 𝑓(𝑥1)

∆𝑥
= ln′ ln 𝑓(𝑥1). 

Ранее мы рассматривали разные варианты оценки изменения функции, оставляя оценку 

изменения аргумента в виде  ∆𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1. Рассмотрим теперь понятие дифференцирования и 

производной первого типа при оценке изменения аргумента, которая использовалась для 

оценки изменения значений функции в производной второго типа. При этом рассматриваем 

вариант с положительными аргументами. 

Изменение аргумента в форме 
𝑥2

𝑥1
 представляем в виде 

𝑥2

𝑥1
= 𝑒

ln
𝑥2
𝑥1 = 𝑒ln 𝑥2−ln𝑥1 и далее  

оцениваем изменение аргумента, как ln 𝑥2 − ln 𝑥1.  

Тогда дифференцируемость функции в точке 𝑥1 определим как возможность представ-

ления изменения 𝑓(𝑥) в этой точке в виде соответствующей базовой функции от ∆ ln 𝑥: 

𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1) = 𝑎∆ ln 𝑥 + 𝑜(∆ ln 𝑥), ∆ ln 𝑥 = ln(𝑥2) − ln 𝑥1 → 0. 
 Предполагается, что у 𝑜(∆ ln 𝑥) более высокий порядок стремления к 0, чем у 𝑎∆ ln 𝑥 

при ∆ ln 𝑥 → 0. В этом случае производная соответствующего типа в 𝑥1, которую обозначим 

𝑓′ ln 𝑥(𝑥1), определяется, как предел: 

𝑓′ ln 𝑥(𝑥1) = lim
∆ ln𝑥→0

𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

∆ ln 𝑥
=
lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥2)−𝑓(𝑥1)

∆𝑥

lim
∆𝑥→0

ln(𝑥2)−ln𝑥1

∆𝑥

= 𝑥1𝑓′(𝑥1). 

Рассматривая аналогичным образом производную второго типа с описанной выше 

оценкой изменения аргумента в виде ∆ ln 𝑥, мы получим модифицированный вид производной 

второго типа (обозначим 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ln 𝑥):  𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ln 𝑥 = 𝑒
𝑥𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥) . 

 

5. Дифференцирование одной функции по другой функции 
 

Описанный в предыдущем разделе подход можно трактовать и как оценку изменения 

исследуемой функции 𝑓(𝑥) за единицу изменения логарифмической функции ln 𝑥, когда её 
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аргумент 𝑥 меняется на единицу. Тогда естественно обобщить этот подход и рассмотреть бо-

лее детально вопрос оценки изменения исследуемой функции 𝑓(𝑥) за единицу изменения не-

кой достаточно гладкой функции 𝜓(𝑥).  
Определение 5. Пусть 𝑓(𝑥) и 𝜓(𝑥) ≠ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. – дифференцируемые в точке 𝑥0 функции 

(в традиционном смысле). Обозначим разность значений функций в некоторой точке 𝑥 из 

окрестности 𝑥0 и в точке 𝑥0: ∆𝑓 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) и ∆𝜓 = 𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑥0), а ∆𝑥 = 𝑥 − 𝑥0. 

Производной первого типа функции 𝑓(𝑥) по функции 𝜓(𝑥) в точке 𝑥0, которую обозна-

чим 𝑓′𝜓(𝑥0), будем называть предел:  

𝑓′𝜓(𝑥0) = lim
∆𝑥→0

∆𝑓

∆𝜓
= lim
∆𝑥→0

∆𝑓

∆𝜓

∆𝑥

∆𝑥
=
𝑓′(𝑥0)

𝜓′(𝑥0)
 . 

Если в точке 𝑥0 в отношении 
𝑓′(𝑥0)

𝜓′(𝑥0)
 возникает неопределённость вида 

0

0
 , то для опреде-

ления производной в точке 𝑥0 применяют правило Лопиталя [3] и 𝑓′𝜓(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓′(𝑥)

𝜓′(𝑥)
. 

Некоторые правила вычисления этой производной:  

1. (𝑓1 ∓ 𝑓2)′
𝜓 = 𝑓1

′𝜓 ∓ 𝑓2
′𝜓

; 

2. (𝑓1 𝑓2)
′𝜓 =  𝑓1′

𝜓𝑓2 + 𝑓2
′𝜓𝑓1; 

3. (𝑓1/𝑓2)
′𝜓 = (𝑓1

′𝜓 𝑓2 − 𝑓2
′𝜓 𝑓1)/(𝑓2)

2; 

4. (𝑐𝑓)′𝜓 = 𝑐𝑓′𝜓, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 
Теперь определим понятие дифференцируемости 𝑓(𝑥)  по 𝜓(𝑥). 
Пусть 𝑓(𝑥) и 𝜓(𝑥) определены в некоторой окрестности точки 𝑥0  и точка 𝑥 = 𝑥0 + ∆𝑥  

тоже принадлежит этой окрестности.  

Тогда функцию 𝑓(𝑥) будем называть дифференцируемой по 𝜓(𝑥)  в точке  𝑥0, если 

приращение  ∆𝑓 может быть представлено в виде ∆𝑓 = 𝐴∆𝜓 + 𝑜(∆𝜓), ∆𝜓 → 0 , где   𝐴 – по-

стоянная величина для 𝑥0. Отметим, что ∆𝜓 → 0 при ∆𝑥 → 0. 

Главную часть линейной функции от переменной ∆𝜓, т.е. 𝐴∆𝜓 назовём дифференциа-

лом 𝑓(𝑥) по 𝜓(𝑥) в точке 𝑥0 и обозначим его  𝑑𝜓𝑓(𝑥0). 
Таким образом, в соответствии с данным определением можно записать следующие ра-

венства: 

 𝑑𝜓𝑓(𝑥0) = 𝐴∆𝜓   
 
⇒  ∆𝑓 = 𝑑𝜓𝑓(𝑥0)∆𝜓 + 𝑜(∆𝜓), ∆𝑥 → 0, ∆𝜓 → 0. 

Дифференцируемость функции 𝑓(𝑥) по 𝜓(𝑥) в точке 𝑥0 означает, что с точностью до 

бесконечно малых более высокого порядка, чем приращение ∆𝜓, приращение функции ∆𝑓 яв-

ляется линейной функцией от ∆𝜓. Обычное понятие дифференциала функции является част-

ным случаем дифференциала 𝑓(𝑥) по 𝜓(𝑥) в при 𝜓(𝑥) = 𝑥. 
Для данного понятия дифференцируемости также справедливо утверждение, что для 

дифференцируемости функции 𝑓(𝑥) по 𝜓(𝑥) в точке 𝑥0 необходимо и достаточно, чтобы она 

имела в этой точке конечную производную 𝑓′𝜓(𝑥0)  . При этом  𝑑𝜓𝑓(𝑥0) = 𝑓
′𝜓(𝑥0)  ∆𝜓 . 

Доказательство этого аналогично доказательству соответствующего утверждения для 

обычного понятия дифференцируемости функции (доказательство опускаем). 

Отметим, что для данного вида производной справедливы правила Лопиталя. 

lim
𝑥→𝑎

𝜑(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

𝜑′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

𝜑′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 lim
𝑥→𝑎

𝜓′(𝑥)

𝜓′(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

𝜑′(𝑥)/𝜓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)/𝜓′(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

𝜑′𝜓(𝑥)

𝑔′𝜓(𝑥)
 . 

Рассмотрим далее вопрос разложения функции 𝑓(𝑥)  в ряд на основе производной по 

𝜓(𝑥). Пусть  𝑓(𝑥)  имеет производную по 𝜓(𝑥)  до порядка 𝑛 в точке 𝑥0. Из определения 5 и 

условий дифференцируемости следует, что в некоторой окрестности 𝑥0 приращение функции 

∆𝑓  может быть представлено в виде: 

∆𝑓 = 𝑓′𝜓(𝑥0)∆𝜓 + 𝑜(∆𝜓)  
 
⇒ 𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓

′𝜓(𝑥0)∆𝜓 + 𝑜(∆𝜓). 

Функцию 𝑃𝑓
 (𝑥) = 𝐴0 + 𝐴1∆𝜓 назовём функциональным многочленом первого порядка 

и будем строить функциональный многочлен 𝑃𝑓
𝑛 (𝑥) порядка 𝑛 следующей формы: 
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𝑃𝑓
𝑛 (𝑥) = 𝐴0 + 𝐴1∆𝜓 + 𝐴2(∆𝜓)

2+⋯+ 𝐴𝑛(∆𝜓)
𝑛.     

Наложим условия для определения 𝑃𝑓
𝑛 (𝑥): 

𝑎)  𝑓(𝑥) = 𝑃𝑓
𝑛 (𝑥) + 𝑜((∆𝜓)𝑛), ∆𝑥 → 0, ∆𝜓 → 0;     

𝑏)  𝑃𝑓
𝑛 (𝑥0) = 𝑓(𝑥0); 𝑃𝑓

𝑛 ′𝜓(𝑥0) = 𝑓
′𝜓(𝑥0); ….  ;  𝑃𝑓

𝑛 (𝑛)𝜓(𝑥1) = 𝑓
(𝑛)𝜓(𝑥). 

Далее определим коэффициенты многочлена 𝐴0, 𝐴1, … 𝐴𝑛, учитывая, что при  𝑥 = 𝑥0 

∆𝜓 = 0. 

Положим  𝐴0 = 𝑓(𝑥0). Из формы 𝑃𝑓
𝑛 (𝑥) следует выполнение первой части условия 𝑏, 

т.е. 𝑃𝑓
𝑛 (𝑥0) = 𝑓(𝑥0).  

Вычислим 𝑃𝑓
𝑛 ′𝜓(𝑥0) при 𝑥 = 𝑥0: 𝑃𝑓

𝑛 ′𝜓(𝑥0) = 𝐴1 + 2𝐴2∆𝜓
 +⋯+ 𝑛𝐴𝑛(∆𝜓)

𝑛−1 = 𝐴1. По-

ложим  𝐴1 = 𝑓
′𝜓(𝑥). Тогда будет выполнена вторая часть условия 𝑏.  

Вычислим 𝑃𝑓
𝑛 ′′𝜓(𝑥0) при 𝑥 = 𝑥0:  𝑃𝑓

𝑛 ′′𝜓(𝑥0) = 2𝐴2∆𝜓
 +⋯+ 𝑛𝐴𝑛(∆𝜓)

𝑛−1 = 2𝐴2. По-

ложим  𝐴2 =
1

2
𝑓′′𝜓(𝑥). Тогда будет выполнена третья часть условия 𝑏.  

Далее, аналогичным образом рассматривая производные от 𝑃𝑓
𝑛 (𝑥0)

  следующих поряд-

ков, мы получим все коэффициенты, при которых выполняется условия 𝑏 полностью: 

𝐴0 = 𝑓(𝑥0);  𝐴1 = 𝑓
′𝜓(𝑥0); 𝐴2 =

𝑓′′𝜓(𝑥0)

2  

 

; … ; 𝐴𝑛 =
𝑓(𝑛)𝜓(𝑥0)

𝑛!
  . 

Из условия 𝑎 следует необходимость доказать, что функция  𝑟𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑃𝑓
𝑛 (𝑥) при 

𝑥 → 𝑥0 является бесконечно малой величиной более высокого порядка, чем (∆𝜓)𝑛. Для этого 

рассмотрим отношение функций 
𝑟𝑛(𝑥)

(∆𝜓)𝑛
.  

Обе функции дифференцируемы по 𝜓(𝑥) до порядка 𝑛 в точке 𝑥0 и её окрестности и 

обе равны нулю в точке 𝑥0. Поэтому рассмотрим пределы отношений их производных по 𝜓(𝑥), 
применяя указанное выше правило Лопиталя и учитывая, что из условия 𝑏 следует равенство 

нулю производных от 𝑟𝑛(𝑥0), т.е. 𝑟𝑛
′𝜓(𝑥0) = ⋯ = 𝑟𝑛

(𝑛)𝜓(𝑥0) = 0:  

lim
𝑥→𝑥0

𝑟𝑛(𝑥)

(∆𝜓)𝑛
 =  lim

𝑥→𝑥0

𝑟𝑛
′𝜓(𝑥)

𝑛(∆𝜓)𝑛−1
 =  . . . = lim

𝑥→𝑥0

𝑟𝑛
(𝑛−1)𝜓(𝑥) 

𝑛!∆𝜓 
 = lim

𝑥→𝑥0

𝑟𝑛
(𝑛)𝜓(𝑥)

𝑛! 
= 0. 

На основе этого заключаем, что 𝑟𝑛(𝑥0) = 𝑜((∆𝜓)
𝑛) с  ∆𝜓 → 0 при 𝑥 → 𝑥0 и выполняется 

условие 𝑎. Следовательно функции 𝑓(𝑥) раскладывается в окрестности точки 𝑥0 в функцио-

нальный ряд: 

  𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓
′𝜓(𝑥0)∆𝜓 +

𝑓′′𝜓(𝑥0)

2
(∆𝜓)2 +⋯+

𝑓(𝑛)𝜓(𝑥0)

𝑛!
(∆𝜓)𝑛 + 𝑜((∆𝜓)𝑛), ∆𝜓 → 0.                                                                                    

Данное разложение будем называть разложением в функциональный ряд Тейлора. 

Обычное разложение функции в ряд Тейлора является частным случаем этого разложения при  

𝜓(𝑥) = 𝑥.  

Пример разложения 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 по 𝜓(𝑥) = sin 𝑥 в окрестности точки 𝑥 =
𝜋

4
.  

𝑒𝑥|𝑥=𝜋
4
= 𝑒

𝜋

4 ; (𝑒𝑥) 
′ sin𝑥 =

𝑒𝑥

cos𝑥
|
𝑥=

𝜋

4

= √2𝑒
𝜋

4  ; (𝑒𝑥) 
′′ sin𝑥 =

𝑒𝑥(cos𝑥+sin𝑥)

cos3 𝑥
|
𝑥=

𝜋

4

= 4𝑒
𝜋

4 .  

𝑒(
𝜋

4
+𝑥) = 𝑒

𝜋

4 + √2𝑒
𝜋

4(sin 𝑥 −
√2

2
) + 2𝑒

𝜋

4 (sin 𝑥 −
√2

2
)

2

+⋯. 

Отметим, что если для каждого натурального 𝑛 разложить функцию 𝑓(𝑥) = cos(𝑛𝑥)  по 

 𝜓(𝑥) = cos(𝑥)  в окрестности 𝑥0 = 0, то эти разложения будут иметь вид многочленов Чебы-

шева от cos(𝑥):  

cos(2𝑥): cos(2𝑥)|𝑥=0 = 1; cos(2𝑥) 
′ cos(𝑥) =

−4sin(𝑥) cos(𝑥) 

− sin(𝑥)
= 4 cos(𝑥) |

𝑥=0

= 4; 

cos(2𝑥) 
′′ cos(𝑥) =

−4sin(𝑥)

−sin(𝑥)
= 4|𝑥=0 = 4; cos(2𝑥) 

′′′ cos(𝑥) = 0|𝑥=0 = 0. 

cos(2𝑥) = 1 + 4(cos(𝑥) − 1) + 2(cos(𝑥) − 1)2 + 0…+ 0 = 
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= 1 + 4 cos(𝑥) − 4 + 2cos2(𝑥) − 4 cos(𝑥) + 2 = 2cos2(𝑥) − 1 =   𝑇2(cos(𝑥)). 
 

cos(3𝑥): cos(3𝑥)|𝑥=0 = 1; 

cos(3𝑥) 
′ cos(𝑥) =

−3 sin(3𝑥)

− sin(𝑥)
=
−3 (3sin(𝑥) − 4 sin3 𝑥)

− sin(𝑥)
= 9 − 12 sin2 𝑥|𝑥=0 = 9; 

cos(3𝑥) 
′′ cos(𝑥) =

−24sin(𝑥) cos(𝑥) 

− sin(𝑥)
= 24 cos(𝑥) |𝑥=0 = 24; 

cos(3𝑥) 
′′′ cos(𝑥) =

−24sin(𝑥)

−sin(𝑥)
= 24|𝑥=0 = 24, cos(2𝑥) 

(4) cos(𝑥) = 0|𝑥=0 = 0. 

cos(3𝑥) = 1 + 9(cos(𝑥) − 1) + 12(cos(𝑥) − 1)2 + 4(cos(𝑥) − 1)3 + 0…+ 0 =  

= 1 + 9 cos(𝑥) − 9 + 12cos2(𝑥) − 24 cos(𝑥) + 12 + 4cos3(𝑥) − 12cos2(𝑥) + 12 cos(𝑥) − 4 = 

= 4cos3(𝑥) − 3 cos(𝑥)) = 𝑇3(cos(𝑥)). 
 

Таким же образом получим  cos(4𝑥) = 8cos4(𝑥) − 8cos2 (𝑥) + 1 =  𝑇4(cos(𝑥)) и т.д. 

                                     

По аналогии с определением производной и дифференцируемости первого типа функ-

ции 𝑓(𝑥) по 𝜓(𝑥) можно определить производную и дифференцируемость 𝑓(𝑥) по 𝜓(𝑥) вто-

рого типа. Опуская детальное описание, отметим, что в этом случае производная второго типа 

функции 𝑓(𝑥) (рассматриваем случай 𝑓(𝑥) > 0)  по 𝜓(𝑥) в точке 𝑥0  (обозначим  𝑓
𝜓
(𝑥0)) будет 

определяться пределом: 

 𝑓
𝜓
(𝑥0) = lim

∆𝑥→0
(
𝑓(𝑥0 + ∆𝑥)

𝑓(𝑥0)
)

1

∆𝜓

 = lim
∆𝑥→0

𝑒
ln (

𝑓(𝑥0+∆𝑥)

𝑓(𝑥0)
)

1
∆𝜓

 

= lim
∆𝑥→0

𝑒
 ln𝑓(𝑥0+∆𝑥) −ln𝑓(𝑥0)  

∆𝜓 = 

= 𝑒
 lim
∆𝑥→0

 ln𝑓(𝑥0+∆𝑥) −ln𝑓(𝑥0)  

∆𝜓 = 𝑒(ln𝑓(𝑥0) )
′𝜓 
= 𝑒

𝑙𝑛′𝑓(𝑥0)

𝜓′(𝑥0) = 𝑒
𝑓′(𝑥0)

𝑓(𝑥0)𝜓′(𝑥0) = (𝑓(𝑥0)
  

1

𝜓′(𝑥0) = 𝑒
𝑓′𝜓(𝑥0)

𝑓(𝑥0) . 
Разложение функции в окрестности точки 𝑥0 в соответствующее функциональное про-

изведение будет иметь вид: 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) (𝑓
𝜓
(𝑥0))

∆𝜓

(𝑓
𝜓

(𝑥0))

(∆𝜓)2

2!

… . (𝑓
(𝑛)𝜓

(𝑥0))

(∆𝜓)𝑛

𝑛!

𝑒𝑜((∆𝜓)
𝑛), ∆𝜓 → 0. 

 

6. Некоторые прикладные аспекты результатов исследования 
 

 В своей работе Никитин И. И. даёт ряд примеров приложения дифференцирования и 

интегрирования второго типа для упрощения процесса обычного дифференцирования и инте-

грирования функций в некоторых случаев. Полагаем, что в некоторых случаях для упрощения 

процесса обычного дифференцирования и интегрирования могут быть использованы также 

дифференцирование и интегрирование третьего и других типов. Но в этом разделе мы рас-

смотрим другую область приложения результатов исследования. 

На основе обычных понятий дифференцирования и интегрирования функций постро-

ены разные численные методы, включающие и методы интерполяции, экстраполяции, аппрок-

симации функций, численного дифференцирования, интегрирования и другие [4]. Такого рода 

методы могут быть построены с применением теории дифференцирования и интегрирования 

второго, третьего и других типов.   

Использование таких методов может быть полезным, когда в исследуемом физическом 

процессе изменение интересующих величин в целом или на отдельных промежутках подвер-

жено факторам, задающим экспоненциальный или более высокий темп изменения, например 

соответствующий изменению экспоненциальной функции 𝑎𝜓(𝑥) или функции – башне вида 

𝑎𝑏
𝜓(𝑥)

 или  𝑎𝑏
𝑐𝜓(𝑥)

 и выше. Тогда данные методы в моделировании такого рода процессов с 

помощью описания их соответствующими функциями могут давать существенное снижение 

погрешности. 
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Далее представим примеры определения численных методов на основе дифференциро-

вания и интегрирования новых типов.   

 

Методы интерполяции и экстраполяции функций. 

Во многих известных методах интерполяция и экстраполяция функций осуществляется 

многочленами, проходящими через точки с известными значениями функции в них. По ана-

логии такого рода методы могут строиться на основе показательных и л-степенных многочле-

нов в качестве интерполянтов, с использованием теории разложения функций в сходящиеся 

произведения и л-степени. Также можно рассматривать определение методов приближения 

функций функциональными многочленами. 

Например, построим простейший метод интерполяции дифференцируемой функции 

𝑓(𝑥) > 0 с использованием показательного многочлена первой степени 𝑃×(𝑥) = 𝑎0𝑎1
𝑥 в каче-

стве интерполянта на сегменте [𝑥1, 𝑥2] по известным значениям 𝑓(𝑥1) и 𝑓(𝑥2).  

Для определения 𝑎0 и 𝑎1 решим систему {
𝑎0𝑎1

𝑥1 = 𝑓(𝑥1)

𝑎0𝑎1
𝑥2 = 𝑓(𝑥2)

 , получим уравнение интер-

полянта 𝑃×(𝑥1 + ℎ) = 𝑓(𝑥1) (
𝑓(𝑥2)

𝑓(𝑥1)
)

ℎ

𝑥2−𝑥1 и формулу метода: 𝑓(𝑥1 + ℎ) ≈ 𝑓(𝑥1) (
𝑓(𝑥2)

𝑓(𝑥1)
)

ℎ

𝑥2−𝑥1.  

Если интерполировать функцию в середине сегмента [𝑥1, 𝑥2], т.е. положить ℎ =
𝑥2−𝑥1

2
, 

то формула метода примет вид: 𝑓 (
𝑥2+𝑥1

2
) ≈ 𝑓(𝑥1) (

𝑓(𝑥2)

𝑓(𝑥1)
)

1

2
= √𝑓(𝑥1)𝑓(𝑥2). 

Аналогичным образом можно построить методы интерполяции и экстраполяции функ-

ций показательными многочленами более высоких степеней и л-степенным многочленами. 

Рассмотрим конкретный пример интерполяции и экстраполяции разного типа многочленами 

функции, имеющей вид: 

                                 𝑓(𝑥) = 1,22
1,03(𝑥−5)

3
1,2(𝑥−5)

2
 
+ 2 cos(𝑥) + 2 .  

По графику функции (рис. 1) видно, что при 𝑥 > 7 первое слагаемое функции оказывает 

большее влияние на её значение (рост графика) по сравнению с 0 < 𝑥 < 7. 

 

Рис. 1. График функции (𝑥) = 1,22
1,03(𝑥−5)

3
1,2(𝑥−5)

2
 
+ 2 cos(𝑥) + 2 

Будем приближать 𝑓(𝑥) в некоторых точках интервала [0; 1] разного типа многочле-

нами 𝜓1(𝑥), 𝜓2(𝑥), 𝜓3(𝑥), построенными на одних и тех же трёх узлах с известными значени-

ями функции в них: 𝑓(0,4) = 7,024353448; 𝑓(0,5) = 7,063273;  𝑓(0,6) =  7,06163001.  

Формулы многочленов:  

𝜓1(𝑥) = −2,028126854𝑥
2 + 2,21450967𝑥 + 6,463049877 –    многочлен; 

𝜓2(𝑥) = 𝑒
−0,287900168𝑥2+0,314363815𝑥+1,869701676 –     показательный многочлен;  

𝜓3(𝑥) = 𝑒
𝑒−0,147470848𝑥

2+0,161027848𝑥+0,626697199
           –     л-степенной многочлен. 
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В таблице 1 даны значения 𝑓(𝑥) и значения приближений многочленами при 𝑥 = 0,45, 

𝑥 = 0,55 и 𝑥 = 0,8 с указанием абсолютных погрешностей каждого метода ∆𝜓1, ∆𝜓2, ∆𝜓3. 

Таблица 1. Приближение 𝑓(𝑥) на интервале [0; 1] 
             𝑥 0,45 0,55 0,8 

𝑓(𝑥)  7,089825493 7,11790408 7,18094664 

𝜓1(𝑥)  7,04888354 7,06752182 6,93665643 

𝜓2(𝑥)  7,048857936 7,06753649 6,9374663 

𝜓3(𝑥)  7,048844812 7,06754402 6,93787576 

∆𝜓1(𝑥)  0,040941953 0,05038226 0,24429021 

∆𝜓2(𝑥)  0,040967558 0,05036759 0,24348034 

∆𝜓3(𝑥)  0,04098068 0,05036006 0,24307088 

 

На этом интервале функция не показывает резкого роста или снижения и все три мно-

гочлена дают близкие погрешности.  

Теперь будем приближать 𝑓(𝑥) в точках интервала [7; 7,5] разного типа многочленами 

𝜓1(𝑥), 𝜓2(𝑥), 𝜓3(𝑥), построенными на трёх других узлах с известными значениями функции в 

них: 𝑓(7,35) = 22,09621261; 𝑓(7,375) = 28,67993987;  𝑓(7,4)39,23214005.   

𝜓1(𝑥) = 3174,778333𝑥
2 − 46485,26187𝑥 + 170179,3084 –    многочлен; 

𝜓2(𝑥) = 𝑒
42,00535237𝑥2−608,0971456𝑥 +2203,375278 –     показательный многочлен;  

𝜓3(𝑥) = 𝑒
𝑒6,684825422𝑥

2−95,19846978𝑥+  339,7076907 
           –     л-степенной многочлен. 

В таблице 2 даны значения 𝑓(𝑥) и приближений многочленами в точках 𝑥 = 7,3625, 

𝑥 = 7,3875 и 𝑥 = 7,425 с указанием абсолютной погрешности ∆𝜓1, ∆𝜓2, ∆𝜓3. 

Таблица 2. Приближение 𝑓(𝑥) на интервале [7; 7,5] 
             𝑥 7,3625 7,3875 7,425 

𝑓(𝑥)  25,04530115 33,32668128 57,18088202 

𝜓1(𝑥)  24,89201713 33,45998084 53,75281314 

𝜓2(𝑥)  25,00907434 33,32419728 56,55996435 

𝜓3(𝑥)  25,02313156 33,30438302 57,15152384 

∆𝜓1(𝑥)  0,153284026 0,133299566 3,42806888 

∆𝜓2(𝑥)  0,036226811 0,002483993 0,620917668 

∆𝜓3(𝑥)  0,02216960 0,02229825 0,02935818 

На этом интервале, где функция демонстрирует более высокий темп изменения, пока-

зательный и л-степенной многочлены дают существенно меньшую погрешность по сравнению 

с погрешностью обычного многочлена.  

На рисунке 2 даны графики 𝑓(𝑥) и 𝜓1(𝑥), 𝜓2(𝑥), 𝜓3(𝑥) на интервалах [0; 1] и [7; 7,5]. 

 
Рис. 2. Графики 𝑓(𝑥) и 𝜓1(𝑥), 𝜓2(𝑥), 𝜓3(𝑥) для [0; 1] слева и для [7; 7,5] справа 
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Методы аппроксимации функций.  

Рассмотрим теперь некоторые численные методы аппроксимации функций на основе 

данных о её значении в нескольких точках интересующего интервала значений аргумента. Как 

известно, в качестве критерия наилучшего приближения можно рассматривать максимальное 

значение из модулей разностей известных значений аппроксимируемой функции (𝑓𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖)), 
и значений аппроксимирующей функции или аппроксиманта (𝜓𝑖 = 𝜓(𝑥𝑖)), т.е. 𝑚𝑎𝑥|𝜓𝑖 − 𝑓𝑖| . 
Также критерием наилучшего приближения может быть наименьшее среднее арифметическое 

абсолютных значений отклонений  
∑ |𝜓𝑖− 𝑓𝑖|
𝑛
𝑖=1

𝑛
  .  

Понятие модуля, которое используется в этих критериях, определено на основе вычи-

тания, т.е. обратной операции к сложению, являющейся первой операцией поля действитель-

ных чисел. Не сложно убедиться, что в соответствии с теорией алгебраических систем [5] мно-

жество положительных действительных чисел с операциями умножения и л-степени тоже об-

разуют поле. Для этого поля положительных чисел можно определить понятие, аналогичное 

модулю действительного числа.  

Модулем по умножению положительного числа 𝑎, который обозначим |𝑎|×, будем 

называть величину:  |𝑎|× = {
𝑎, 𝑎 ≥ 1
1

𝑎
, 𝑎 < 1

  . 

Модуль по умножению тоже можно использовать для критериев в аппроксимации 

функций (здесь мы говорим о положительных функциях в рассматриваемой области). Это 

означает, что для положительных функций в качестве критерия наилучшего приближения 

можно рассматривать:  

 𝑚𝑎𝑥|𝜓𝑖/𝑓𝑖|× ,   |𝜓𝑖/𝑦𝑖|× = {

𝜓𝑖/ 𝑓𝑖 , 𝜓𝑖/ 𝑓𝑖 ≥ 1
1

𝜓𝑖/ 𝑓𝑖
, 𝜓𝑖/ 𝑓𝑖 < 1

  . 

Кроме этого, по аналогии с критерием наименьшего среднего арифметического моду-

лей разности значений функций можно рассматривать критерий наименьшего среднего гео-

метрического модулей по умножению частного значений положительных функций: 

𝑆× = (∏|𝜓𝑖/𝑓𝑖|× 

𝑛

 𝑖=1

)

1

𝑛

. 

 

Более детально на этих критериях здесь останавливаться не будем, а рассмотрим метод 

наименьших квадратов, который часто используется для аппроксимации функций. Его осно-

вой является критерий наилучшего приближения, базирующийся на нахождении минимума 

суммы квадратов разности экспериментальных значений функции и значений аппроксиманта, 

который определяется несколькими коэффициентами. Этот минимум находится на основе 

частных производных от суммы квадратов, рассматриваемой в качестве функции от несколь-

ких переменных, которыми выступают искомые коэффициенты аппроксиманта. 

Используя этот подход, можно описать соответствующий критерий наилучшего при-

ближения и метод аппроксимации на основе операций умножения, л-степени, л-тетрации и 

производной второго типа.  

Можно показать (доказательство опускаем), что в этом случае необходимым условием 

экстремума положительных функций нескольких переменных является равенство единице 

первых частных производных второго типа по всем переменным (по аналогии равенства нулю 

обычных частных производных функции нескольких переменных). Частные производные вто-

рого типа определяются по аналогии с частными производными первого типа. Частную про-

изводную, например, от 𝑓(𝑥, 𝑦) второго типа по 𝑥 обозначим  
𝑓(𝑥,𝑦) 
𝜕

𝑥 𝜕
. 
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Пусть  (𝑥𝑖; 𝑦𝑖), 𝑖 = 1,…𝑛 – известные данные аппроксимируемой положительной функ-

ции, а 𝑓(𝑥; 𝑎1; … ; 𝑎𝑚)  – выбранная в качестве аппроксиманта функция с параметрами 

𝑎1; … ; 𝑎𝑚. Обозначим 𝑓𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖; 𝑎1; … ; 𝑎𝑚)  и построим следующее произведение л-тетраций 

с показателем 2:  

𝑄 =∏𝑒
ln2

𝑓𝑖
𝑦𝑖 =∏(

𝑓𝑖
𝑦𝑖
)
ln
𝑓𝑖
𝑦𝑖

𝑛

 𝑖=1

𝑛

 𝑖=1

. 

Здесь 𝑒
ln2

𝑓𝑖
𝑦𝑖 = (

𝑓𝑖

𝑦𝑖
)
ln
𝑓𝑖
𝑦𝑖  - это аналог квадрата разности в методе наименьших квадратов. 

Чем ближе значения 𝑓𝑖 к 𝑦𝑖, тем ближе к единице сомножители этого произведения л-тетраций.  

Тогда в качестве критерия наилучшего приближения будем рассматривать максималь-

ное приближение этого произведения к единице при соответствующих значениях параметров 

𝑎1; … ; 𝑎𝑚, а критерий назовём критерием минимальных л-тетраций с показателем 2. 

Далее будем рассматривать это произведение, как функцию нескольких аргументов 

𝑎1; … ; 𝑎𝑚 и приравняем к единице частные производные второго типа этой функции по каж-

дому аргументу. Для определения 𝑎1; … ; 𝑎𝑚  и, тем самым – аппроксиманта, необходимо ре-

шить полученную таким образом систему уравнений: 

       {

𝑄(𝑎0;...;𝑎𝑚) 
𝜕

𝑎0 𝜕
= 1

…
𝑄(𝑎0;...;𝑎𝑚) 
𝜕

𝑎𝑚 𝜕
= 1

  

В качестве аппроксиманта можно использовать показательный многочлен степени 𝑚 

𝑃×
𝑚(𝑥) = 𝑎0𝑎1

𝑥𝑎2
𝑥2 …𝑎𝑚

𝑥𝑚  при условии, что известны 𝑛 (𝑛 > 𝑚) значений (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) аппрокси-

мируемой функции. Тогда: 

 𝑄 = ∏ (
𝑃×
𝑚(𝑥𝑖)

𝑦𝑖
)
ln
𝑃×
𝑚(𝑥𝑖)

𝑦𝑖 =𝑛
 𝑖=1 ∏ 𝑒

ln2
𝑃×
𝑚(𝑥𝑖)

𝑦𝑖𝑛
 𝑖=1 = ∏ 𝑒

(ln
𝑎0𝑎1

𝑥𝑖𝑎2
𝑥𝑖
2
…𝑎𝑚

𝑥𝑖
𝑚

𝑦𝑖
)

2

𝑛
 𝑖=1 . 

В этом случае система уравнений сводится к линейной системе уравнений, а её решение 

даёт искомые значения коэффициентов аппроксиманта  𝑃×
𝑚(𝑥) = 𝑎0𝑎1

𝑥𝑎2
𝑥2 …𝑎𝑚

𝑥𝑚.  

Для наглядного примера на рисунке 3 представлены графики аппроксимантов функции 

𝑓(𝑥) = 3 × 2𝑥
3
× 0,3𝑥

2
× 0,5𝑥, один из которых – многочлен вида 𝜓1(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2, а 

другой - показательный многочлен вида 𝜓2(𝑥) = 𝑎0𝑎1
𝑥𝑎2

𝑥2. На рисунке слева аппроксиманты 

определены на основе значений функций для аргументов: -0,5; -0,2; 0,2; 0,3; 0,4, а справа – для 

аргументов: 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5 

 
Рис. 3. Графики 𝑓(𝑥) и аппроксимантов 𝜓1(𝑥), 𝜓2(𝑥) 
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По этим графикам видно, что для этой функции погрешность приближения показатель-

ным многочленом 𝜓2(𝑥) меньше погрешности приближения обычным многочленом 𝜓1(𝑥).  
 

Метод решения нелинейных уравнений.  

Рассмотрим построение метода численного решения нелинейного уравнения с исполь-

зованием производных нового типа – аналога метода Ньютона (метода касательных). Как из-

вестно, формула итерационного метода Ньютона выводится на основе выражения значения 

переменной 𝑥 касательной к точке графика 𝑓(𝑥), когда касательная пересекает ось абсцисс. 

Эта формула имеет вид: 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
. 

В соответствии с понятием производной второго типа аналог касательной к 𝑓(𝑥) в 

точке 𝑥0 (назовём этот аналог показательной касательной) – это график проходящего через 

(𝑥0; 𝑓(𝑥0)) показательного многочлена первой степени 𝑃×(𝑥) = 𝑏𝑎
𝑥,  где 𝑎 = 𝑓(𝑥0)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑒

𝑓′(𝑥0)

𝑓(𝑥0) .  

Формулу соответствующего итерационного метода получаем на основе выражения зна-

чения переменной 𝑥 показательной касательной в точке графика 𝑓(𝑥), когда она пересекает 

прямую  𝑦 = 1.   

Рассмотрим в общем виде имеющее единственный корень на отрезке [𝑎; 𝑏] уравнение 

𝑓(𝑥) = 1, где функция 𝑓(𝑥) на [𝑎; 𝑏] положительна, монотонна и выпукла вниз.  

Уравнение показательной касательной к 𝑓(𝑥) в точке 𝑥 = 𝑏: 𝑦 = 𝑓(𝑏)(𝑓(𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ )
(𝑥−𝑏)

.  

Из условия её пересечения с 𝑦 = 1 получаем:  𝑥 = 𝑏 −
ln 𝑓(𝑏)

ln𝑓(𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑏 −
𝑓(𝑏)ln𝑓(𝑏)

𝑓′(𝑏)
 .   

Заменяя 𝑥 на 𝑥𝑛+1 , а 𝑏  на 𝑥𝑛 получаем искомую формулу:   𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)ln𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
  

Если 𝑓(𝑥) на [𝑎; 𝑏] положительна, монотонна и выпукла вверх, то уравнение преобра-

зуем к равносильному 𝜓(𝑥) = −1 , где   𝜓(𝑥) = −𝑓(𝑥), получаем формулу из условия пересе-

чения показательной касательной к 𝜓(𝑥) с 𝑦 = −1:  𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝜓(𝑥𝑛)ln(−𝜓(𝑥𝑛))

𝜓′(𝑥𝑛)
. 

Эта формула справедлива для решения уравнения 𝜓(𝑥) = −1, где функция 𝜓(𝑥) на 

[𝑎; 𝑏] отрицательна, монотонна и выпукла вверх. 

Для примера рассмотрим решение уравнения  32
𝑥2

− 𝑥2 = 5 на [0,5; 1,5].  

Для этого решим равносильное ему уравнение  𝑓1(𝑥) = 32
𝑥2

− 𝑥2 − 5 = 0 методом 

Ньютона с погрешностью |𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| ≤ 0,001.  

На рисунке 4 показаны графики 𝑓1(𝑥)  и нескольких касательных, пересекающих (𝑜𝑥)  
в приближённых значениях корня, а по таблице видно, что потребовалось 9 итераций для до-

стижения результата с заданной погрешностью. 

 
Рис. 4. Графики 𝑓1(𝑥) и касательных с данные по итерациям (метод Ньютона) 
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Рассмотрим решение того же уравнения   32
𝑥2

− 𝑥2 = 5 на [0,5; 1,5]  новым методом на 

основе производной второго типа. Для этого преобразуем уравнение в равносильное:  

 𝑓2(𝑥) = (32
𝑥2

− 𝑥2) /5 = 1. 

На рисунке 5 показаны графики 𝑓2(𝑥)  и нескольких показательных касательных, пере-

секающих  𝑦 = 1  в приближённых значениях корня. 

По таблице видно, что потребовалось 5, а не 9 итераций для достижения результата с 

требуемой погрешностью. 

 
Рис. 5. Графики 𝑓2(𝑥) и показательных касательных с данные по итерациям  

(аналог метода Ньютона) 

 

Аналогичный метод можно получить и на основе производной третьего типа, опреде-

лив соответствующею формулу вычисления приближений корня уравнения вида 𝑓(𝑥) = 𝑑, ко-

торое имеет единственный корень на [𝑎; 𝑏], а 𝑑 > 1 является базой производной третьего типа. 

При условии, что 𝑓(𝑥) на [𝑎; 𝑏] больше 𝑑, монотонна и выпукла вниз, этими приближениями 

будут х-координаты точек пересечения прямой 𝑦 = 𝑑 с графиками функций вида 𝑦 = 𝑎𝑏
𝑥
, ка-

сающихся 𝑓(𝑥) в соответствующих точках. Будем называть эти функции л-касательными к 

𝑓(𝑥) в этих точках. Уравнение л-касательной в точке (𝑥𝑛; 𝑓(𝑥𝑛)) имеет вид: 

𝑦 = 𝑓(𝑥𝑛)
(log𝑑 𝑓(𝑥𝑛)̃ )

𝑥−𝑥𝑛
. 

В этом случае, действуя аналогичным образом, получим соответствующую формулу 

вычисления приближений: 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)ln 𝑓(𝑥𝑛) ln log𝑑 𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
 . 

Для определения метода в случае уравнений с другими условиями для 𝑓(𝑥) > 0 отно-

сительно 0, 1, 1/𝑑, 𝑑, а также для 𝑓(𝑥) < 0 относительно 0, −1, −1/𝑑, −𝑑 надо корректиро-

вать определения производной третьего типа, а на основе их -  определять уравнения касатель-

ных кривых и строить методы нахождения точек их пересечения с соответствующей прямой: 

 𝑦 = 𝑑 или 𝑦 = 1/𝑑 или 𝑦 =–𝑑 или 𝑦 =–1/𝑑.  
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Методы численного дифференцирования функций.  

На основе производной второго типа и разложения функции в произведение можно по-

лучить также методы численного дифференцирования первого типа. Эти методы могут ока-

заться более точными в некоторых случаях. Полагаем, что это – случаи дифференцирования 

функций, меняющихся с экспоненциальным и более высоким темпом. 

По аналогии с известными методами численного дифференцирования можно опреде-

лить формулы численного дифференцирования второго типа, а на основе связи производной 

второго и первого типов (𝑓(𝑥) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑒
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥) ) – получать методы вычисления приближённых значе-

ний производных первого типа. 

Например, рассмотрим простейший метод вычисления производной, вытекающий из 

разложения функции в ряд Тейлора:  𝑓′(𝑥) =
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
+ 𝑜(ℎ). Аналогичный ему метод опре-

деления приближённого значения производными второго типа получаем на основе разложе-

ния функции в произведение: 

𝑓(𝑥) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (
𝑓(𝑥+ℎ)

𝑓(𝑥)
)

1

ℎ
× 𝑒𝑜(ℎ) . Учитывая, что 𝑓(𝑥) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑒

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥) , получаем: 

𝑓′(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥) ln (
𝑓(𝑥 + ℎ)

𝑓(𝑥)
)

1

ℎ

= 𝑓(𝑥)
ln 𝑓(𝑥 + ℎ) − ln 𝑓(𝑥)

ℎ
. 

Приведём пример ещё одного метода численного дифференцирования 𝑓(𝑥) с исполь-

зованием производной второго типа. Будем строить метод дифференцирования функции на 

интервале с равномерным расположением узлов и определять формулу вычисления производ-

ной в узлах интервала 𝑥, используя её значения в узле 𝑥 и в двух соседних узлах 𝑥 − ℎ и 𝑥 + ℎ, 

где ℎ - расстояние между узлами. 

В этом случае производную второго типа от 𝑓(𝑥) заменим производной второго типа 

от интерполянта  𝑃×
2(𝑥) = 𝑎𝑥

2
𝑏𝑥𝑐 и используем формулу связи производных первого и второго 

типов: 

 {
𝑃×
2(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎𝑥

2
𝑏𝑥𝑐 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎𝑥

2
𝑏𝑥  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑒
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)

   
 
⇒   𝑓′(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥) ln(𝑎𝑥

2
𝑏𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ). 

Определяем вид 𝑃×
2(𝑥), проходящего через точки (𝑥 − ℎ; 𝑓(𝑥 − ℎ)), (𝑥; 𝑓(𝑥)) и 

(𝑥 + ℎ; 𝑓(𝑥 + ℎ)) составляем и решаем соответствующую систему уравнений, находим выра-

жения нужных коэффициентов 𝑎 и 𝑏 и определяем формулу метода: 

𝑃𝑙
2(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (

𝑓(𝑥 + ℎ)

𝑓(𝑥 − ℎ)
)

1

2ℎ

  
 
⇒  𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ≈ 𝑃𝑙

2(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (
𝑓(𝑥 + ℎ)

𝑓(𝑥 − ℎ)
)

1

2ℎ

   
 
⇒ 

 
⇒  𝑓′(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥) ln (

𝑓(𝑥 + ℎ)

𝑓(𝑥 − ℎ)
)

1

2ℎ

=𝑓(𝑥)
ln 𝑓(𝑥 + ℎ) − ln 𝑓(𝑥 − ℎ)

2ℎ
 

Поставим задачу определить метод вычисления производных в средних точках между 

узлами, используя значения функции в двух соседних узлах. Для этого заменим в полученной 

формуле 𝑓(𝑥 − ℎ) на 𝑓(𝑥), 2ℎ на ℎ, а 𝑓(𝑥) на приближённое значение 𝑓 (𝑥 +
ℎ

2
) по интерполя-

ционной формуле, представленной ранее: 𝑓 (𝑥 +
ℎ

2
) ≈ √𝑓(𝑥)𝑓(𝑥 + ℎ): 

𝑓′ (𝑥 +
ℎ

2
) ≈ √𝑓(𝑥)𝑓(𝑥 + ℎ) ln (

𝑓(𝑥 + ℎ)

𝑓(𝑥)
)

1

ℎ

=√𝑓(𝑥)𝑓(𝑥 + ℎ)
ln 𝑓(𝑥 + ℎ) − ln 𝑓(𝑥)

ℎ
. 

 

Продифференцируем для примера функцию 𝑓(𝑥) = 3 × 2𝑥
3
× 0,3𝑥

2
× 0,5𝑥  на основе 

её значений в узлах интервала [2; 2,6] с шагом 0,05. Производные будем вычислять в середине 

между соседними узлами.  
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Применим последний построенный метод и известный метод 𝑓′ (𝑥 +
ℎ

2
) ≈

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
.   

В таблице 3 даны результаты численного дифференцирования. 

Обозначения:  

𝜓1(𝑥 +
ℎ

2
) =

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
; 

𝜓2(𝑥 +
ℎ

2
) = √𝑓(𝑥)𝑓(𝑥 + ℎ)

ln 𝑓(𝑥+ℎ)−ln𝑓(𝑥)

ℎ
; 

𝑑1 = |𝑓′ (𝑥 +
ℎ

2
) − 𝜓1(𝑥 +

ℎ

2
)|; 

𝑑2 = |𝑓′ (𝑥 +
ℎ

2
) − 𝜓2(𝑥 +

ℎ

2
)|. 

 

Таблица 3. Результаты численного дифференцирования 𝑓(𝑥) = 3 × 2𝑥
3
× 0,3𝑥

2
× 0,5𝑥 

𝑥 + ℎ/2 𝑓′ 𝜓1 𝜓2 𝑑1 𝑑2 

2,025 4,943712644 4,958254471 4,953737603 0,01454183 0,01002496 

2,075 6,372693059 6,393032682 6,385943048 0,02033962 0,01324999 

2,125 8,294289697 8,323081329 8,311977691 0,02879163 0,01768799 

2,175 10,913662 10,95493628 10,937536 0,04127428 0,023874 

2,225 14,53403725 14,5939964 14,56664921 0,05995915 0,03261196 

2,275 19,60967557 19,69799495 19,65480176 0,08831938 0,04512619 

2,325 26,83066028 26,96264882 26,89396766 0,13198854 0,06330738 

2,375 37,26057037 37,46080877 37,35068794 0,2002384 0,09011757 

2,425 52,56330684 52,87186639 52,69357395 0,30855955 0,13026711 

2,475 75,38248999 75,86572702 75,57385302 0,48323704 0,19136303 

2,525 109,9860155 110,7556073 110,2719037 0,76959179 0,28588815 

2,575 163,3788342 164,6259011 163,8135011 1,24706691 0,43466698 

 

По таблице видно, что в этом случае погрешность 𝑑2 метода 𝜓2(𝑥) существенно 

меньше погрешности 𝑑1 метода 𝜓1(𝑥).  
 

Методы численного интегрирования функций. 

Производные новых типов могут быть использованы и для определения соответствую-

щих методов численного интегрирования. Рассмотрим, например, построение метода с произ-

водной второго типа по аналогии с известным методом трапеций, который по сути основан на 

замене интегрируемой функции интерполяционным многочленом первой степени на каждом 

шаге интегрирования. Это означает, что на каждом сегменте [𝑥; 𝑥 + ℎ ] сетки значений функ-

ции вычисляют приближённое значение интеграла по формуле:  

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥+ℎ

𝑥

= ℎ
𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 + ℎ)

2
 . 

В случае производной второго типа интегрируемую функцию заменим показательным 

интерполяционным многочленом первой степени, построенным на тех же точках                 

𝑃×(𝑥) = 𝑎0𝑎1
𝑥. Определив коэффициенты 𝑎0, 𝑎1, вычислив интеграл и проведя преобразова-

ния, получим искомую формулу метода, который назовём методом показательных трапеций: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥+ℎ

𝑥

= ℎ
𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ln 𝑓(𝑥 + ℎ) − ln 𝑓(𝑥)
 . 

Вычислим для примера этими методами ∫ 3 × 𝑥2 × 2𝑥
3
𝑑𝑥

1,5

1
  с шагом 0,02. 
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Обозначим символом 𝐼 фактическое значение  ∫ 3 × 𝑥2 × 2𝑥
3
𝑑𝑥

𝑥𝑛+1
1

. Для метода трапе-

ций приближённое значение интеграла на каждом шаге от 𝑥𝑛 до 𝑥𝑛+1 обозначим 𝑖1 и нараста-

ющей суммой приближение интеграла от 1 до 𝑥𝑛+1 − 𝐼1, а погрешность −  𝑑1 = |𝐼 − 𝐼1|. Для 

метода показательных трапеций соответствующие обозначения будут: 𝑖2, 𝐼2 и 𝑑2 = |𝐼 − 𝐼2|. 
 

Таблица 4. Результаты численного интегрирования 

𝑥 𝑓(𝑥) 𝐼 𝑖1 𝐼1 𝑑1 𝑖2 𝐼2 𝑑2 

1 6        

1,02 6,51294 0,12505 0,12513 0,12513 0,00008 0,12506 0,12506 0,00001 

1,04 7,07629 0,26085 0,13589 0,26102 0,00017 0,13581 0,26087 0,00002 

1,06 7,69599 0,40848 0,14772 0,40874 0,00027 0,14764 0,40851 0,00003 

1,08 8,37876 0,56911 0,16075 0,56949 0,00038 0,16065 0,56916 0,00005 

1,1 9,13224 0,74410 0,17511 0,74460 0,00050 0,17500 0,74416 0,00006 

1,12 9,96513 0,93493 0,19097 0,93558 0,00064 0,19085 0,93502 0,00008 

1,14 10,88730 1,14330 0,20852 1,14410 0,00080 0,20839 1,14340 0,00010 

1,16 11,91005 1,37109 0,22797 1,37207 0,00098 0,22782 1,37122 0,00013 

1,18 13,04629 1,62046 0,24956 1,62164 0,00118 0,24939 1,62061 0,00016 

1,2 14,31079 1,89380 0,27357 1,89521 0,00141 0,27338 1,89399 0,00019 

1,22 15,72047 2,19386 0,30031 2,19552 0,00166 0,30009 2,19408 0,00023 

1,24 17,29480 2,52372 0,33015 2,52567 0,00196 0,32990 2,52399 0,00027 

1,26 19,05617 2,88689 0,36351 2,88918 0,00229 0,36323 2,88721 0,00032 

1,28 21,03037 3,28738 0,40087 3,29005 0,00267 0,40054 3,28775 0,00037 

1,3 23,24721 3,72973 0,44278 3,73282 0,00310 0,44241 3,73016 0,00043 

1,32 25,74118 4,21912 0,48988 4,22271 0,00359 0,48946 4,21962 0,00050 

1,34 28,55225 4,76149 0,54293 4,76564 0,00416 0,54245 4,76207 0,00058 

1,36 31,72684 5,36363 0,60279 5,36843 0,00481 0,60223 5,36430 0,00067 

1,38 35,31896 6,03334 0,67046 6,03889 0,00555 0,66982 6,03412 0,00077 

1,4 39,39160 6,77959 0,74711 6,78600 0,00641 0,74637 6,78048 0,00089 

1,42 44,01833 7,61270 0,83410 7,62010 0,00740 0,83324 7,61372 0,00103 

1,44 49,28525 8,54459 0,93304 8,55313 0,00855 0,93204 8,54577 0,00118 

1,46 55,29339 9,58904 1,04579 9,59892 0,00988 1,04463 9,59040 0,00136 

1,48 62,16148 10,76205 1,17455 10,77347 0,01142 1,17321 10,76361 0,00156 

1,5 70,02934 12,08216 1,32191 12,09538 0,01321 1,32035 12,08396 0,00179 

Сравнивая погрешность в разных методах (столбцы 𝑑1 и 𝑑2) заключаем, что метод по-

казательных трапеций существенно точнее в этом случае.  

 

Заключение 

Данное исследование имеет определённые теоретические и практические результаты.  

Определение операций л-степени и л-тетрации с их свойствами позволяет рассматривать раз-

личные включающие эти операции новые алгебраические системы на подмножествах действи-

тельных чисел. Это может быть полезным для исследований в области теории чисел, групп, 

полей и в других областях.  

Новые типы дифференцирования и интегрирования также расширяют само понятие 

производной, дифференциального и интегрального исчисления, представляют собой дополни-

тельные инструменты исследования функций действительного переменного, которые могут 

быть перенесены на функции нескольких действительных переменных и на функции ком-

плексного переменного.  
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В прикладном плане отметим, что построение и применение численных методов на ос-

нове теории нового типа дифференцирования и интегрирования функций может быть полез-

ным в решении задач математической физики, в частности, давать существенное уменьшение 

погрешности в математическом моделировании таких физических процессов, которые по 

своей природе протекают с «повышенным темпом» роста или убывания. Полагаем, что это 

могут быть процессы в области физики взрыва, плазмы, химических реакций и в других обла-

стях.  

Очевидно, что такие новые методы требуют большего количества операций и больше 

компьютерного времени. Вместе с этим они могут быть эффективными, если получение экс-

периментальных данных связаны с существенными трудностями и затратами, а методы поз-

воляют достичь требуемой точности на базе меньшего количества экспериментальных дан-

ных.  

Также отметим, что при большом объёме вычислительных задач в рамках допустимой 

точности эти методы могут привести и к сокращению временных затрат. Например, при за-

данной точности и большом количестве задач численного интегрирования (на больших сетках 

с большим количеством прохождения этих сеток) новые методы могут позволить существенно 

уменьшить количество шагов интегрирования. В этом случае, даже с учётом большего числа 

операций на каждом шаге, эти методы могут в итоге снизить потребности компьютерного вре-

мени.     
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DIFFERENTIAL AND INTEGRAL CALCULUS BASED ON ALTERNATIVE  

ESTIMATES OF FUNCTION AND ARGUMENT CHANGE 
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The article presents a special approach to the concept of differentiation and integration of functions based on 

non-standard assessment of changes in functions and argument. One method of evaluation is associated with 

the division operation - the ratio of the values   of the function, the other - with a new operation defined using 

the concept of logarithm. Differentiation and integration of different types are defined, including differentia-

tion of one function over another, expansion of functions into a product and other structures is defined similarly 

to Taylor series expansion. Based on derivatives and integrals of a new type, examples are given for construct-

ing numerical methods for interpolation, approximation, differentiation and integration of functions. 
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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА КЛАССОВ ГРУПП, ИНДУЦИРОВАННЫХ 

ПОДГРУППОВЫМИ ФУНКТОРАМИ 

 

В.Н. Сорокина, М.М. Сорокина  

ФГБОУ ВО «Брянский государственный университет имени академика И.Г. Петровского» 

 
Рассматриваются только конечные группы и классы конечных групп. В работе исследуются свойства 

классов групп в зависимости от свойств подгрупповых функторов, их определяющих. 

Ключевые слова: группа, конечная группа, класс групп, подгрупповой функтор.  

 

Рассматриваются только конечные группы. Классом групп называется всякая 

совокупность групп, содержащая с каждой группой и все изоморфные ей группы. Через 𝔊 

обозначается класс всех конечных групп. 

Исследования последних десятилетий выявили тесную взаимосвязь между классами 

групп и подгрупповыми функторами (см., напр., [2, 3]). Подгрупповой функтор представляет 

собой такое отображение 𝜏, которое сопоставляет каждой группе 𝐺 непустую совокупность 

𝜏(𝐺) её подгрупп, удовлетворяющее условию (𝜏(𝐺))𝜑 = 𝜏(𝐺𝜑), для любого изоморфизма 𝜑 

каждой группы 𝐺 [2]. В монографии [3] для произвольного класса групп 𝔉 и произвольного 

подгруппового функтора 𝜏 был введён в рассмотрение и исследован класс групп  

𝔉𝜏 = {𝐺 ∈ 𝔉 | 𝜏(𝐺) ⊆ 𝔉}, являющийся наибольшим 𝜏-замкнутым подклассом класса 𝔉. В 

монографии [2] для подгрупповых функторов 𝜏 и 𝜃 был построен и изучен класс групп 

𝔊𝜏(𝜃) = {𝐺 ∈ 𝔊 | 𝜃(𝐺) = 𝜏(𝐺)}. Пусть ℙ – множество всех простых чисел, 𝜔 – непустое 

подмножество множества ℙ. В теореме 1 настоящей работы установлены свойства класса 

групп 𝔉𝜏 в случае, когда 𝜏 – 𝜔-регулярный подгрупповой функтор. В теореме 2 изучаются 

свойства класса групп 𝔊𝜏
𝜔(𝜃) = {𝐺 ∈ 𝔊 | 𝜃𝜔(𝐺) = 𝜏𝜔(𝐺)}, где 𝜃𝜔(𝐺) и 𝜏𝜔(𝐺) – множества 

всех 𝜔-подгрупп группы 𝐺 из 𝜃(𝐺) и 𝜏(𝐺) соответственно. 

Обозначения и определения, используемые в статье, являются стандартными (см., напр., 

[2]). Приведем лишь некоторые из них. Через 𝜋(𝐺) обозначается совокупность всех простых 

делителей порядка группы 𝐺. Группа 𝐺 называется 𝜔-группой, если 𝜋(𝐺) ⊆ 𝜔. Подгруппа 𝐻 

группы 𝐺 называется 𝜔-подгруппой группы 𝐺, если 𝐻 является 𝜔-группой. 

Подгрупповой функтор 𝜏 называется решеточным [2, с. 17], если для любой группы 𝐺 

из того, что 𝐻, 𝐾 ∈  𝜏(𝐺), следует, что 𝐻 ∩ 𝐾 ∈  𝜏(𝐺) и ⟨𝐻, 𝐾⟩ ∈  𝜏(𝐺). Пусть 𝜏 – решеточный 

подгрупповой функтор. Подгрупповой функтор 𝜃 называется 𝜏-фильтрующим [2, с. 17], если 

для любой группы 𝐺 множество 𝜃(𝐺) является фильтром решетки 𝜏(𝐺), т.е. для любой группы 

𝐺 выполняются следующие условия: 

1) из 𝐴 ∈  𝜃(𝐺), 𝑋 ∈  𝜏(𝐺) и 𝐴 ⊆ 𝑋 следует, что 𝑋 ∈  𝜃(𝐺); 

2) из 𝐴 ∈  𝜃(𝐺), 𝐵 ∈  𝜃(𝐺) следует, что 𝐴 ∩ 𝐵 ∈  𝜃(𝐺). 

Подгрупповой функтор 𝜏 называется 𝜔-регулярным [1, с. 9], если для любой группы 𝐺 и любой 

ее нормальной 𝜔-подгруппы 𝑁 выполняются следующие условия: 

1) из 𝐻 ∈ 𝜏(𝐺) следует, что 𝐻𝑁/𝑁 ∈ 𝜏(𝐺/𝑁); 

2) из 𝐾/𝑁 ∈ 𝜏(𝐺/𝑁) следует, что 𝐾 ∈ 𝜏(𝐺).  

Замечание 1. Понятие 𝜔-регулярного подгруппового функтора является обобщением 

понятия регулярного подгруппового функтора [2, с. 197], а именно, каждый регулярный 

подгрупповой функтор является 𝜔-регулярным для любого множества 𝜔. В случае, когда  

𝜔 = ℙ, понятия 𝜔-регулярного и регулярного подгрупповых функторов совпадают. 

Подгрупповой функтор 𝜏 называется 𝜔-радикальным [5, с. 11], если для любой группы 

𝐺 и любой ее нормальной 𝜔-подгруппы 𝑁 имеет место равенство 
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𝑁 ∩ 𝜏(𝐺) = 𝜏(𝑁), 

где 𝑁 ∩ 𝜏(𝐺) = {𝑁 ∩ 𝐿 | 𝐿 ∈ 𝜏(𝐺)}. 

Замечание 2. Понятие 𝜔-радикального подгруппового функтора является обобщением 

понятия радикального подгруппового функтора [2, с. 16], а именно, каждый радикальный 

подгрупповой функтор является 𝜔-радикальным для любого множества 𝜔. В случае, когда 

𝜔 = ℙ, понятия 𝜔-радикального и радикального подгрупповых функторов совпадают. 

Класс групп 𝔉 называется:  

𝑄𝜔-замкнутым, если из того, что 𝐺 ∈ 𝔉 и 𝑁 – нормальная 𝜔-подгруппа группы 𝐺, 

следует, что 𝐺/𝑁 ∈ 𝔉;  

𝑆𝑛
𝜔-замкнутым, если из того, что 𝐺 ∈ 𝔉 и 𝑁 – нормальная 𝜔-подгруппа группы 𝐺, 

следует, что 𝑁 ∈ 𝔉; 

𝑅0
𝜔-замкнутым, если из того, что 𝐺/𝑁1, 𝐺/𝑁2 ∈ 𝔉 и 𝑁1, 𝑁2 – нормальные 𝜔-подгруппы 

группы 𝐺, следует, что 𝐺/(𝑁1 ∩ 𝑁2) ∈ 𝔉 [4, с. 112]. 

Замечание 3. Понятие 𝑄𝜔-замкнутого (𝑆𝑛
𝜔-замкнутого, 𝑅0

𝜔-замкнутого) класса групп 

является обобщением понятия 𝑄‐замкнутого (соответственно, 𝑆𝑛-замкнутого,  

𝑅0‐замкнутого) класса групп, а именно, всякий 𝑄-замкнутый (соответственно,  

𝑆𝑛-замкнутый, 𝑅0‐замкнутый) класс групп является 𝑄𝜔-замкнутым (соответственно,  

𝑆𝑛
𝜔-замкнутым, 𝑅0

𝜔-замкнутым) для любого множества 𝜔.  В случае, когда 𝜔 = ℙ, понятия  

𝑄𝜔-замкнутого и 𝑄‐замкнутого (соответственно, 𝑆𝑛
𝜔-замкнутого и 𝑆𝑛-замкнутого,  

𝑅0
𝜔-замкнутого и 𝑅0‐замкнутого) классов групп совпадают. 

Пусть 𝔉 – непустой класс групп, 𝜏 – подгрупповой функтор. Тогда 

𝔉𝜏 = {𝐺 ∈ 𝔉 | 𝜏(𝐺) ⊆ 𝔉} [3, с. 218]. 

В теореме 1 для 𝜔-радикального подгруппового функтора 𝜏 установлено свойство класса 

групп 𝔉𝜏 в зависимости от свойств класса групп 𝔉. 

Теорема 1. Пусть 𝜔 – непустое множество простых чисел, 𝜏 – 𝜔-радикальный 

подгрупповой функтор, 𝔉 – непустой класс групп. Если 𝔉 – 𝑆𝑛
𝜔-замкнутый класс групп, то 

класс групп  𝔉𝜏 также является 𝑆𝑛
𝜔-замкнутым. 

Доказательство. Пусть 𝔉 – 𝑆𝑛
𝜔-замкнутый класс групп, 𝐺 ∈ 𝔉𝜏, 𝑁 – нормальная 

𝜔-подгруппа группы 𝐺. Установим, что 𝑁 ∈ 𝔉𝜏. Ввиду задания класса групп 𝔉𝜏, достаточно 

проверить, что 𝜏(𝑁) ⊆ 𝔉. Пусть 𝐻 ∈ 𝜏(𝑁). Покажем, что 𝐻 ∈ 𝔉. Так как 𝔉 – 𝑆𝑛
𝜔-замкнутый 

класс групп и 𝐺 ∈ 𝔉, то 𝑁 ∈ 𝔉. По определению 𝜔-радикального подгруппового функтора 

имеет место равенство 

𝑁 ∩ 𝜏(𝐺) = 𝜏(𝑁). 

Тогда из 𝐻 ∈ 𝜏(𝑁) следует, что 𝐻 ∈ 𝑁 ∩ 𝜏(𝐺). Это означает, что существует 𝐿 ∈ 𝜏(𝐺) такая, 

что 𝐻 = 𝑁 ∩ 𝐿. Так как 𝑁 – нормальная 𝜔-подгруппа группы 𝐺, то 𝜋(𝑁 ∩ 𝐿) ⊆ 𝜔. Исходя из 

свойств нормальных подгрупп, приходим к выводу, что 𝐻 – нормальная 𝜔-подгруппа группы 

𝐿. Поскольку 𝜏(𝐺) ⊆ 𝔉, то 𝐿 ∈ 𝔉 и, по определению 𝑆𝑛
𝜔-замкнутого класса групп, 𝐻 ∈ 𝔉. Тем 

самым доказано, что любая 𝜏-подгруппа группы 𝑁 принадлежит классу групп 𝔉, т.е.  

𝜏(𝑁) ⊆ 𝔉. Таким образом, приходим к выводу, что 𝑁 ∈ 𝔉𝜏. Следовательно, класс групп 𝔉𝜏 

является 𝑆𝑛
𝜔-замкнутым. Теорема доказана.  

Пусть 𝔉 – непустой класс групп, 𝜏 и 𝜃 – подгрупповые функторы. Следуя [2, с. 38], 

введем в рассмотрение следующий класс групп:  

𝔊𝜏
𝜔(𝜃) = {𝐺 | 𝜃𝜔(𝐺) = 𝜏𝜔(𝐺)}, 

где 𝜃𝜔(𝐺) и 𝜏𝜔(𝐺) – множества всех 𝜔-подгрупп группы 𝐺, принадлежащих множествам 𝜃(𝐺) 

и 𝜏(𝐺) соответственно. В теореме 2 установлены свойства класса групп 𝔊𝜏
𝜔(𝜃). Через 𝑆𝑛

𝜔 

обозначается подгрупповой функтор, выделяющий в каждой группе совокупность всех ее 

нормальных 𝜔-подгрупп. 
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Теорема 2. Пусть 𝜏 – 𝜔-регулярный решеточный подгрупповой функтор, 𝜃 – 

𝜔-регулярный 𝜏-фильтрующий подгрупповой функтор, причем 𝑆𝑛
𝜔(𝐺) ⊆ 𝜏𝜔(𝐺) ∩ 𝜃𝜔(𝐺) для 

любой группы 𝐺. Тогда класс групп 𝔊𝜏
𝜔(𝜃) является 𝑄𝜔-замкнутым и 𝑅0

𝜔-замкнутым.  

Доказательство. Пусть 𝔉 = 𝔊𝜏
𝜔(𝜃). Установим, что класс групп 𝔉 является 

𝑄𝜔-замкнутым. Пусть 𝐺 ∈ 𝔉, 𝑁 – нормальная 𝜔-подгруппа группы 𝐺. Покажем, что  

𝐺/𝑁 ∈ 𝔉. Достаточно проверить, что 𝜃𝜔(𝐺/𝑁) = 𝜏𝜔(𝐺/𝑁).  

Исходя из определения 𝜔-регулярного подгруппового функтора,  

𝜏𝜔(𝐺/𝑁) = 𝜏𝜔(𝐺)𝑁/𝑁 и 𝜃𝜔(𝐺/𝑁) = 𝜃𝜔(𝐺)𝑁/𝑁. По заданию класса групп 𝔉 справедливо 

равенство 𝜏𝜔(𝐺)𝑁/𝑁 = 𝜃𝜔(𝐺)𝑁/𝑁. Следовательно, 𝜏𝜔(𝐺/𝑁) = 𝜃𝜔(𝐺/𝑁). Это означает, что 

𝐺/𝑁 ∈ 𝔉. Таким образом, приходим к выводу, что класс групп 𝔉 является 𝑄𝜔-замкнутым. 

Установим, что класс групп 𝔉 является 𝑅0
𝜔-замкнутым. Пусть 𝐺/𝑁1, 𝐺/𝑁2 ∈ 𝔉, 𝑁1,  

𝑁2 – нормальные 𝜔-подгруппы группы 𝐺. Покажем, что 𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2 ∈ 𝔉. Достаточно 

проверить, что 𝜏𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2) = 𝜃𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2).  

Покажем, что 𝜃𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2) ⊆ 𝜏𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2). Вначале отметим, что 𝑁1 ∩ 𝑁2 – 

нормальная 𝜔-подгруппа группы 𝐺. Пусть 𝐿/𝑁1 ∩ 𝑁2 ∈ 𝜃𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2). Установим, что 

𝐿/𝑁1 ∩ 𝑁2 ∈ 𝜏𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2). Так как 𝐿/𝑁1 ∩ 𝑁2 ∈ 𝜃𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2), то по определению 

𝜔-регулярного подгруппового функтора следует, что 𝐿 ∈ 𝜃𝜔(𝐺). Так как 𝜃(𝐺) – фильтр 𝜏(𝐺), 

то 𝐿 ∈ 𝜏𝜔(𝐺) и, по определению 𝜔-регулярного подгруппового функтора, получаем, что 

𝐿/𝑁1 ∩ 𝑁2 ∈ 𝜏𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2). Таким образом, справедливо включение:  

𝜃𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2) ⊆ 𝜏𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2). 

Покажем, что 𝜏𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2) ⊆ 𝜃𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2). Так как 𝑁1, 𝑁2 ∈ 𝑆𝑛
𝜔(𝐺),  

𝑆𝑛
𝜔(𝐺) ⊆ 𝜏𝜔(𝐺) ∩ 𝜃𝜔(𝐺), то 𝑁1, 𝑁2 ∈ 𝜏𝜔(𝐺) и 𝑁1, 𝑁2 ∈ 𝜃𝜔(𝐺). Так как 𝜃(𝐺) – фильтр 𝜏(𝐺) и 

𝑁1, 𝑁2 ∈ 𝜃𝜔(𝐺), то 𝑁1 ∩ 𝑁2 ∈ 𝜃𝜔(𝐺). Пусть 𝐾/𝑁1 ∩ 𝑁2 ∈ 𝜏𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2). Установим, что 

𝐾/𝑁1 ∩ 𝑁2 ∈ 𝜃𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2).  

Так как 𝐾/𝑁1 ∩ 𝑁2 ∈ 𝜏𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2), то, по определению 𝜔-регулярного подгруппового 

функтора, 𝐾 ∈ 𝜏𝜔(𝐺). Из того, что 𝐾 ∈ 𝜏𝜔(𝐺), 𝑁1 ∩ 𝑁2 ∈ 𝜃𝜔(𝐺),  

𝑁1 ∩ 𝑁2 ⊆ 𝐾, по определению 𝜏-фильтрующего подгруппового функтора, следует, что  

𝐾 ∈ 𝜃𝜔(𝐺). Следуя определению 𝜔-регулярного подгруппового функтора, получаем  

𝐾/𝑁1 ∩ 𝑁2 ∈ 𝜃𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2). Таким образом, 𝜏𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2) ⊆ 𝜃𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2). 

Тем самым установлено, что 𝜏𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2) = 𝜃𝜔(𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2), и поэтому 

 𝐺/𝑁1 ∩ 𝑁2 ∈ 𝔉. Таким образом, класс групп 𝔉 является 𝑅0
𝜔-замкнутым. Теорема доказана. 

Следствие 1 [2]. Пусть 𝜏 – такой регулярный решеточный подгрупповой функтор, что 

𝑆𝑛(𝐺) ⊆ 𝜏(𝐺) для любой группы 𝐺. Тогда для любого регулярного 𝜏-фильтрующего 

подгруппового функтора 𝜃 класс групп 𝔊𝜏(𝜃) = {𝐺 | 𝜃(𝐺) = 𝜏(𝐺)} является формацией. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ЛЕГИРОВАННОГО ЖЕЛЕЗА 

 

А.А. Кушнерёва 

ФГБОУ ВО «Брянский государственный университет имени академика И.Г. Петровского» 

 
В температурном интервале 50 – 300 К экспериментально определены значения коэффициента тепло-

проводности поликристаллического образца железа с добавками 0.31 масс. % меди, 0.15 % стронция и 

0.05 % свинца. Рассчитаны температурные зависимости коэффициента температуропроводности и 

средней длины свободного пробега фононов. В области температур 50 – 150 К теплопроводность ока-

залась значительно выше, чем у высокочистого отожженного железа.  

Ключевые слова: железо, легирование, теплопроводность, температуропроводность температур-

ная зависимость, фонон-дефектное рассеяние. 

 

Введение 

Металлы являются хорошими проводниками тепла. Это объясняется переносом тепло-

вой энергии свободными электронами. В соответствии с законом Видемана-Франца, электрон-

ный вклад в теплопроводность пропорционален удельной электропроводности σ металла и 

температуре T: k = σLT [1]. В качестве постоянной Лоренца L для металлов принято значение 

L ≈ 2.47 Вт/(Ом·К2). И в случае металлических образцов с малым содержанием примесей и 

структурных дефектов электронный вклад в теплоперенос в области комнатной температуры 

обычно на два порядка превосходит вклад решеточный (фононный). Однако, примесные ионы 

могут сильно отличаться по массо-размерным характеристикам и устройству электронных 

оболочек от основных ионов металла, вследствие чего наличие примесей даже в малых коли-

чествах может значительным образом повлиять на электро-, а значит, и на теплопроводность 

металла. 

С учетом данных предположений целью настоящей работы было экспериментальное 

исследование температурной зависимости теплопроводности металлического образца с малой 

электропроводностью. Объектом исследования был поликристаллический образец железа, со-

держащего в качестве легирующих добавок 0.31 масс. % Cu, 0.15 % Sr и 0.05 % Pb. Изготови-

тель данного материала не известен, образец для исследований предоставлен д. х. н., проф. 

П.П. Федоровым (Институт общей физики РАН им. А.М. Прохорова, г. Москва).  

 

Эксперимент 

На рис. 1 представлена фотография куска железа, из которого был вырезан образец в 

виде параллелепипеда с размерами 2.21×4.75×22 мм. При механической обработке он прояв-

лял высокую твердость. Оценочные измерения удельной электропроводности материала в об-

ласти комнатной температуры дали очень низкую величину σ ≈ 20 См/м (по сравнению с чи-

стым железом, у которого σ = 107 См/м). 

Теплопроводность в интервале температур 50 – 300 К были измерена абсолютным ста-

ционарным методом продольного теплового потока. Аппаратура и методика измерений по-

дробно описаны в [2]. Отличие заключалось в отсутствии омического контакта спаев измери-

тельных термопар и проводящего электрический ток образца. Расстояние между датчиками 

температуры на образце составляло Δl = 11.8 мм. Погрешность определения коэффициента 

теплопроводности находилась в пределах ±5 %. 
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Рис. 1. Фотография куска легированного железа 

 

Экспериментальные результаты и их анализ 

Результаты измерений теплопроводности в графическом виде k(T) приведены на рис. 3. 

Для сравнения здесь же представлены справочные рекомендуемые значения для высокочи-

стого отожженного железа [3]. 
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Рис. 2. Температурная зависимость теплопроводности железа легированного (1) и чистого (2) 

 

Видно, что два сравниваемых графика k(T) существенно различаются. В случае чистого 

железа наблюдается проявление возрастающего с ростом температуры электронного вклада в 

теплопроводность на фоне убывающей решеточной составляющей, что сказывается на замед-

лении убывания общей -  измеряемой -  теплопроводности. А кривая k(T) для легированного 

железа демонстрирует типичный для диэлектрических (и полупроводниковых) кристалличе-

ских сред характер. Действительно, малость величины удельной электропроводности иссле-

дованного образца позволяет оценить электронный вклад в теплопроводность, как несуще-

ственный по сравнению с решеточной составляющей. При температуре  Т=300 К эксперимен-

тальная теплопроводность Fe:Cu, Sr, Pb составила величину k = 52 Вт/(м К), что закономерно 

значительно ниже теплопроводности чистого железа k = 80.4 Вт/(м К). Однако в 
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низкотемпературной области наблюдается обратная картина: теплопроводность допирован-

ного железа существенно выше, чем чистого (547 Вт/(м К) и 405 Вт/(м К) при Т = 50 К, соот-

ветственно). Такое соотношение является нетривиальным. 

Дело в том, что, в соответствии с законом Видемана-Франца, при низких температурах 

сравнению подлежит решеточная (фононная) теплопроводность двух образцов. Рассеяние фо-

нонов в поликристаллических материалах происходит внутри кристаллических зёрен и на 

межзёренных границах. 

Очевидно, что при внесении примесей в решетку железа создаются центры фонон-де-

фектного рассеяния. Они обусловлены различиями масс и размеров замещающих Cu, Sr, Pb и 

замещаемых Fe атомов. Как видно из табл. 1, указанные различия весьма значительны. Неко-

торая неоднозначность сравнения размеров связана с тем, что железо в исследованном темпе-

ратурном интервале образует объемноцентрированную кубическую кристаллическую ре-

шетку (ОЦК), а медь, стронций и свинец – плотноупакованную гранецентрированную куби-

ческую (ГЦК). Кроме того, возможны проявления различий электронных конфигураций при-

месных и матричных атомов. Любые отклонения от периодичности кристаллического поля 

являются причиной фонон-дефектного рассеяния и соответствующего понижения теплопро-

водности [4]. 

 

Таблица 1. Массы (ат.ед.) и радиусы (Å) атомов 

Атом масса радиус 

Fe 55.845 1.26 

Cu 63.546 1.28 

Sr 87.62 2.15 

Pb 207.2 1.75 

 

А интенсивность рассеяния фононов на межзеренных границах растет с уменьшением 

размеров зерен. Однако, отжиг чистого железа приводит к росту зерен, а наличие примесей, 

наоборот, ограничивает их размер. И рассеяние фононов на дефектах, как известно [5], наибо-

лее существенно при низких температурах. При повышении температуры до комнатной доми-

нирующими факторами становятся макроскопические характеристики, такие, как плотность, 

скорость звука и др., которые в случае малых содержаний примесей и изменяются, соответ-

ственно, слабо. 

Таким образом, приведенные обстоятельства предполагают обратное, по сравнению с 

полученными экспериментальными результатами, соотношение низкотемпературных тепло-

проводностей образцов чистого и допированного железа. 

Для выявления значительности вклада ного рассеяния фононов на межзёренных грани-

цах необходимо оценить значения средней длины их свободного пробега l(T). Эту величину 

можно определить из дебаевского выражения для теплопроводности 
3/lCk = , 

где C  – теплоемкость единицы объема кристалла,   – средняя скорость распространения фо-

нонов (звука) [6]. Теплоемкость C(T) единицы объема железа можно найти из данных [7] по 

теплоемкости удельной: C = Cуд×ρ (ρ =7.874 г/см3 – плотность). Влияние примесей обычно 

носит аддитивный характер в отношении теплоемкости, поэтому, с учетом малых концентра-

ций допантов, можно пренебречь этим влиянием. В качестве средней скорости звука также 

примем характеристику для чистого железа. Поликристаллический материала в макроскопи-

ческом масштабе является изотропным. Из данных для продольной скорости vl = 5950 м/с и 

поперечной vt = 3240 м/с [8] определим среднее значение v в соответствии с формульным вы-

ражением  
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В результате получаем величину v = 3614 м/с.  

Рассчитанный график температурной зависимости средней длины l(T) пробега фононов 

в исследованном образце представлен на рис. 3. В области комнатной температуры величина 

l оказалась очень большой – около 123 ангстрем. И даже экстраполяция рассчитанных значе-

ний l(T) в область температуры плавления Tm дает значения l, более чем на порядок превыша-

ющие параметр кристаллической ячейки железа (для низкотемпературной α-модификации и 

для δ-феррита он составляет около  a = 2.866 ангстрем, для γ-железа (аустенита) – около a = 

3.6 ангстрем). Полученные большие значения l не совсем характерны для диэлектрических 

соединений. Например, для фторидов минимальные значения l близки к параметрам элемен-

тарной ячейки или к среднему междоузельному расстоянию (см., например, [9–10]). По-види-

мому, полученная относительно большая величина l связана с простотой химического состава 

кристалла, высокой симметрией кристаллической решетки и жесткостью межатомных связей. 
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Рис. 3. Температурная зависимость средней длины свободного пробега фононов  

в образце легированного железа 

 

Если теплопроводность в исследованном температурном интервале изменяется на один 

порядок, то диапазон изменений величины l(Т) гораздо больший. Это объясняется тем, что l(Т) 

находится делением убывающей с ростом температуры теплопроводности на возрастающую 

теплоемкость. Определенная для самой низкой исследованной температуры Т = 50 К средняя 

длина свободного пробега фононов составила около l = 0.93 мкм. Несмотря на такие большие 

размеры, очевидно, они значительно меньше доминирующих размеров кристаллитов в иссле-

дованном материале. Крутой рост кривой l(T) и отсутствие признаков его снижения при пони-

жении температуры также свидетельствуют об относительной малости значений l и их уда-

ленности от средних размеров зёрен. Поэтому основной вклад в тепловое сопротивление в 

исследованном материале следует, по-видимому, отнести ко внутризёренным процессам. 

Кроме коэффициента теплопроводности, важным физическим параметром, определяю-

щим скорость протекания тепловых процессов в материале, является коэффициент 
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температуропроводности at. Он связан с теплопроводностью k и средней длиной свободного 

пробега фононов l: 

at = k/C = vl/3). 

Поскольку скорость звука слабо зависит от температуры, характеры температурного 

поведения at(T) и l(T) практически идентичны. По абсолютной величине рассчитанный коэф-

фициент at изменяется от 1.12×103 мм2/с (Т = 50 К) до 14.8 мм2/с (Т = 300 К). 

 

Заключение 

Таким образом, внесение примесей в железо обусловило как малую величину электро-

проводности, так и типичный для диэлектрических и полупроводниковых сред характер тем-

пературной зависимости теплопроводности. Неясным остается причина более высокой тепло-

проводности по отношению к чистому железу. Предположительно, она связана с особенно-

стью температурной зависимости фонон-электронного взаимодействия в исследованном ма-

териале. 

Работа выполнена под руководством профессора кафедры экспериментальной и теоре-

тической физики Попова П.А. 
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The thermal conductivity of a polycrystalline iron sample doped with 0.31 wt. % copper, 0.15 % strontium, 

and 0.05 % lead was experimentally determined in the temperature range of 50 – 300 K. The temperature 
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dependences of the thermal diffusivity and the mean free path of phonons were calculated. In the temperature 

range of 50 – 150 K, the thermal conductivity was significantly higher than that of high-purity annealed iron. 

Keywords: iron, alloying, thermal conductivity, thermal diffusivity, temperature dependence, phonon-defect 

scatterin. 
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МАКРОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОКАЗАТЕЛИ ПОДЖЕЛУДОЧНОЙ ЖЕЛЕЗЫ  

У БЕЛЫХ КРЫС ЛИНИИ WISTAR ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ  

БИОЛОГИЧЕСКИ АКТИВНЫХ ДОБАВОК 

 

Д.А. Артемов 

ФГБОУ ВО «Брянский государственный университет имени академика И.Г. Петровского» 

 
В статье представлены результаты исследования макроскопических параметров поджелудочной 

железы у белых крыс серии Wistar при использовании биологически активных добавок. В 

эксперименте использовались препараты «Ковелос Орегано» и «Ковелос олеомикс жидкий», 

изготовленные научно-производственным предприятием ООО Экокремний Брянской области. 

Полученные морфологические промеры сравнивались с контрольной группой. 

Ключевые слова: поджелудочная железа, белые крысы, линия Wistar,  «Ковелос», «Ковелос Орегано», 

«Ковелос олеомикс жидкий», Экокремний, макроморфология, органы, измерения. 

 

Жизнеспособность молодняка и повышение продуктивности сельскохозяйственных 

животных происходит за счет повышения ее естественной резистентности, устойчивости к 

стрессам, и быстрого усвоения корма и качественных ветпрепаратов и биологически 

активных добавок [1, 3]. В этой связи поиск и изучение природных корректоров метаболизма 

среди природных материалов весьма целесообразен, поскольку многие из них оказывают 

влияние на сохранение структурного, функционального, биохимического гомеостаза, чего 

нельзя сказать о синтетических медикаментах [5, 7]. 

Научно-производственным предприятием ООО Экокремний Брянской области, 

разработана энергетическая добавка «Ковелос». В состав «Ковелос» входит диоксид кремния 

аморфный, пропиленгликоль, пищевой глицерин и витамин E [2, 6]. 

«Ковелос – Орегано» (сухая и жидкая форма) для всех видов сельскохозяйственных 

животных и птицы эффективная добавка нового поколения на основе натурального эфирного 

масла орегано. Обладает оздоравливающим действием на кишечник, стимулирует выделение 

и активацию ферментов ЖКТ (щелочной фосфатазы, аминопептидазы, сахаразы, лактазы, 

мальтазы), стимулирует иммунитет животных. Обладает антиоксидантными свойствами.  

«Ковелос – Олеомикс жидкий»- натуральный продукт, основанный на эфирных 

маслах. Содержит в 1 литре: эвкалиптовое масло (14-17%), масло тимьяна (4,5-8%), масло 

перечной мяты (4-6%), анисовое масло (6-8%), эмульгатор (51,5%), вода очищенная (до 

100%) [2, 4]. 

Исследование проводилось на базе научно-исследовательских лабораторий кафедры 

биологии естественно-географического факультета ФГБОУ ВО «Брянский государственный 

университет имени академика И.Г. Петровского». Исследование по влиянию биологически 

активных добавок (БАД) «Ковелос Орегано» и «Ковелос Олеомикс жидкий» было 

выполнено на клинически здоровых белых половозрелых крысах линии Wistar.  

Объектом исследования послужили белые половозрелые крысы линии Wistar (n=48) 

массой тела 200-250 г. из лаборатории экспериментальных животных биопитомника ООО 

«СМК СТЕЗАР», г. Владимир. 

Животных до начала экспериментов адаптировали в течение 1-ой недели. На 

протяжении всего срока адаптации, а также в период проведения экспериментов, животные 
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содержались группами по 4 особи в общих клетках со свободным доступом к пище и воде 

при комнатной температуре воздуха (18–22 оС) и естественном освещении. 

Для проведения опыта, было сформировано три группы по 16 особей: 2 опытные – 

получавшие БАД «Ковелос Огегано» и БАД «Ковелос Олеомикс», и контрольная группа – 

находившаяся на основном рационе. 

После окончания периода адаптации крысы всех групп получали основной рацион в 

течении 10 суток. С 18-го дня эксперимента в рацион первой опытной группы была 

добавлена биологически активная добавка «Ковелос Орегано», второй опытной группы 

«Ковелос Олеомикс жидкий». 

Крысам (самкам и самцам) линии Wistar массой 200±50 г первой опытной группы 

один раз в сутки между 11 и 12 часами перорально вводили раствор водной взвеси БАД 

«Ковелос Орегано» в дозе 0,7 мг/кг. 

Крысам (самкам и самцам) линии Wistar массой 200±50 г второй опытной группы 

один раз в сутки 11 и 12 часами перорально вводили БАД «Ковелос Олеомикс жидкий» в 

дозе 0,7 мг/кг. 

Для изучения влияния БАД «Ковелос Орегнао» и «Ковелос Олеомикс жидкий» на 

строение поджелудочной железы у белых крыс серии Wistar, был проведен комплекс 

анатомических, макроморфометрических и статистических методов исследования. 

Абсолютную массу поджелудочной железы определяли сразу же после вскрытия, так 

как по данным Г.А. Меркулова (1969) и R. Kanerva (1983) фиксация вызывает значительные 

изменения массы нормальных органов. Взвешивание производили на электрических весах 

ВЛКТ-500М (ГОСТ 241-04-80) с точностью до 0,01 г. [2].  

Были определены линейные размеры поджелудочной железы. Длину, ширину, 

толщину измеряли при помощи линейки с ценой деления 1 мм. При изучении 

анатомического строения поджелудочной железы у белых крыс серии Wistar определяли 

абсолютную массу (г), длину (см), ширину (см).  

Установлено, что макроскопически у взрослой белой крысы поджелудочная железа 

располагается между листками большого сальника в глубине брюшной полости на уровне 

тел краниальных поясничных позвонков (L1-L2), занимает поперечное положение между 12-

перстной кишкой (справа) и селезенкой (слева). Ее длина колеблется от 26 до 34 мм (29,4±1,1 

мм), масса у самцов составляет от 0,9 до 1,1 г (0,96±0,03 г), у самок - от 0,9 до 1,2 г 

(1,03±0,05 г). Результаты макроморфологических промеров поджелудочной железы белых 

крыс представлены в таблицах 1-4. 

 

Таблица 1. Макрометрические показатели поджелудочной железы белых крыс  

при 10-ти кратном введении БАД «Ковелос Орегано» и «Ковелос олеомикс жидкий» 

Вариант эксперимиента Масса, г Длина, мм Ширина, мм 

Контроль 1,1±0,1 30,2±1,3 7,6±0,3 

Первая опытная группа 0,9±0,1 34,9±1,4 8,2±0,3 

Вторая опытная группа 1,2±0,2 29,1±1,1 7,4±0,3 

 

Таблица 2. Макрометрические показатели поджелудочной железы белых крыс  

при 20-ти кратном введении БАД «Ковелос Орегано» и «Ковелос олеомикс жидкий» 

Вариант эксперимиента Абсолютная 

масса, г 

Длина, мм Ширина, мм 

Контроль 0,9±0,1 30,5±1,4 6,0±0,2 

Первая опытная группа 1,0±0,1 27,2±1,2 9,4±0,3 

Вторая опытная группа 0,9±0,1 25,8±1,1 8,8±0,3 
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Таблица 3. Макрометрические показатели поджелудочной железы белых крыс 

при 30-ти кратном введении БАД «Ковелос Орегано» и «Ковелос олеомикс жидкий» 

Вариант эксперимиента Абсолютная 

масса, г 

Длина, мм Ширина, мм 

Контроль 1,0±0,1 26,3±1,1 7,5±0,3 

Первая опытная группа 0,9±0,1 28,0±1,2 9,1±0,4 

Вторая опытная группа 1,1±0,1 27,9±1,2 7,3±0,3 

 

Таблица 4. Макрометрические показатели поджелудочной железы белых крыс  

при 40-ка кратном введении БАД «Ковелос Орегано» и «Ковелос олеомикс жидкий» 

Вариант эксперимиента Абсолютная 

масса, г 

Длина, мм Ширина, мм 

Контроль 1,1±0,2 31,1±1,4 8,1±0,3 

Первая опытная группа 0,9±0,1 27,8±1,3 8,3±0,3 

Вторая опытная группа 1,0±0,1 33,4±1,4 9,5±0,4 

 

Макроскопически орган имеет вид грозди, состоящей из большого числа уплощенных 

округлой, овальной, листоподобной формы долек; их размеры колеблются от 0,8х2 до 4х6 

мм. 

По синтопии в поджелудочная железа можно условно выделить справа налево 

дуоденальную, желудочно-печеночную, селезеночную части. 

При сравнении анатомии поджелудочной железы белой крысы и человека можно 

считать, что дуоденальная часть органа белой крысы соответствует головке, желудочно-

печеночная - телу и селезеночная - хвосту поджелудочной железы человека. 

При проведении морфометрического анализа образцов поджелудочной железы 

животных всех групп установлено, что площадь островковой части у крыс получающих БАД 

«Ковелос Орегано» и «Ковелос Олеомикс жидкий» не превышала аналогичные значения у 

белых крыс контрольной группы. 
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The article presents the results of a study of macroscopic parameters of the pancreas in white Wistar rats 

using biologically active additives. The experiment used the drugs «Covelos Oregano» and «Covelos 

oleomix liquid», manufactured by the scientific and production enterprise Ekokremniy Bryansk region. The 

obtained morphological measurements were compared with the control group.  
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В данной статье рассмотрено пространственное размещение станций Санкт-Петербургского 

метрополитена по составленному картографическому материалу. Созданные карты дают 

представление о точном расположении линий и станций метро в городе. Представлено описание 

объекта исследования, выявлены закономерности размещения станций метро, районов с полным 

отсутствием станций метро, определена доступность подземного транспорта для жителей города. В 

результате работы выявлены недостатки при распределении станций метро по городу, предложены 

пути их устранения. Определены перспективные участки строительства новых станций и линий 

метро в Санкт-Петербурге.  

Ключевые слова: метро, подземный транспорт, Санкт-Петербург, картографический материал, 

доступность, линия, жилые районы.  

 

Метро является самым быстрым городским транспортом, поэтому это средство 

передвижения пользуется большой популярностью среди жителей городов [2, 3]. Однако на 

практике строительство метро происходит не согласованно с застройкой жилых районов, что 

приводит к неравномерному расположению станций по территории города. Некоторые 

районы города имеют высокую доступность подземного транспорта, в то время как другие 

районы не имеют ни одной станции метро. В рамках данной работы было рассмотрено 

размещение станций Санкт-Петербургского метро с целью выявления пространственных 

закономерностей расположения линий и станций по территории города. 

Санкт-Петербургское метро было открыто 15 ноября 1955 года.  За время 

эксплуатации метро постоянно расширялось, строились новые станции и линии [1, 4, 6]. На 

март 2026 года метро насчитывает 75 станций, 8 пересадочных узлов, 6 линий с 

эксплуатационной длиной в 131 км. Схема расположения линий и размещения станций 

метро представлена на рисунке 1.  

Как показано на рис.1 Санкт-Петербургское метро достаточно большое. Последним 

изменением в структуре подземного транспорта является открытие новой 6 линии, которая 

имеет 2 станции и в перспективе планируется её продление. Открытие новой станции 

«Горный институт» в конце 2024 года продлило 4 линию метро. В ближайшее время 

планируется открытие новой станции между станциями «Горный институт» и «Спасская». 

Недостатком схемы является то, что по ней невозможно определить закономерности 

расположения подземного транспорта в городе. Чтобы это сделать, необходимо создать 

картографический материал с точным расположением станций и линий в городе. В 

результате работы были созданы карты, показывающие точное расположение метро в городе. 

Картографический материал создавался в геоинформационной системе QGIS 2.18 [7]. Данная 

программа выбрана в связи с ее открытым доступом и возможностью работы с разными 

модулями, облегчающими построение карт.  

Густота станций метро показана на рисунке 2 на тепловой карте (теплокарте). 

Теплокарта – это графическое представление данных, где индивидуальные значения 

отображаются при помощи цвета. Как видно из рисунка 2, границы города достаточно 
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протяженные, однако это связано с присоединением к городу пригородных территорий, в 

которых сосредоточена малая часть населения и строительство метро в таких районах 

нецелесообразно. Основная часть станций сосредоточена в центральной исторической части 

города, где проживает основная часть городского населения. Метро протягивается длинными 

линиями с одной части города в другую.  

 
Рис. 1. Схема Санкт-Петербургского метро 

 

Чтобы оценить доступность станций метро для жителей Санкт-Петербурга обратимся 

к рисунку 3, на котором показана доступность подземного транспорта в городе. На карте 

показаны жилые районы, в которых нет метро и доступность метро в радиусе 1 км. Вокзалы 

в городе расположены в непосредственной близости от метро, аэропорт удален от 

ближайших станций. Линии метро отсутствуют в некоторых северных районах современной 

жилой застройки. Полностью отсутствует метро в восточной части города. В юго-западном 

районе Санкт-Петербурга практически нет станций метро. В эти части города необходимо 

прокладывать линии метро. По карте видно, что крайняя северная станция первой линии 

выходит за пределы границ города. Небольшие жилые районы между линиями метро также 

находятся в непосредственном удалении от станций метро, однако площадь этих районов 

незначительна.  
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Рис. 2.  Теплокарта Санкт-Петербургского метро с границами города 
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Рис. 3. Доступность метро Санкт-Петербурга  



Ученые записки Брянского государственного университета, 2026 (1) 49 

 
Рис. 4. Метро Санкт-Петербурга на спутниковом снимке 
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Рис. 5. Метро центральной части города Санкт-Петербург 
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Значительным недостатком Санкт-Петербургского метро является отсутствие 

кольцевой линии, как в Московском метрополитене. Для того, чтобы совершить переход с 

одной линии на другую, необходимо ехать до центральной части города, что увеличивает 

время пути и повышает нагрузку на станции метро. Другим негативным фактором является 

то, что жители вместо того, чтобы передвигаться подземным видом транспорта, пользуются 

наземным или личными автомобилями, что приводит к транспортной нагрузке в городе. В 

перспективах расширения Санкт-Петербургского метро продление существующих линий в 

районы с новой застройкой. В приоритете – продление третей и пятой линий в северную 

часть города и продление первой и шестой линий в юго-западную часть города. Также в 

планах развития метро продление 6 линии на северо-восток, что поможет разгрузить южную 

часть метро и провести эту линию в восточную часть города, где совсем нет линий метро.  

Таким образом, чтобы разгрузить центральную часть города, Санкт-Петербургскому 

метро необходима кольцевая линия и ряд полукольцевых линий на окраинах города. При 

проектировании метро также необходимо учитывать развитие городской инфраструктуры. 

Для большей детализации состояния метро Санкт-Петербурга составлена карта метро 

по спутниковому снимку, показанная на рисунке 4. Спутниковый снимок даёт полное 

представление о городе, чем обычная карта, так как по нему можно определить объекты 

инфраструктуры жилых районов. На снимке просматриваются промышленные зоны, зеленые 

насаждения и т.д. Используя спутниковый снимок, можно определить наиболее 

перспективные районы для проживания в городе, построить оптимальный маршрут от 

местонахождения до пункта назначения, более подробно оценить состояние метро в городе 

[5, 8].     

Что касается центральной исторической части города, то в ней доступность метро 

достаточно высокая (рис.5). В дальнейшем, открытие новой станции между станциями 

«Горный институт» и «Спасская» увеличит пропускную способность метро центральной 

части Санкт-Петербурга.    

По результатам проделанной работы можно сделать вывод, что составленный 

картографический материал с точным расположением станций и линий метро, даёт полную и 

достоверную информацию о подземном транспорте в городе Санкт-Петербург. Данным 

материалом можно воспользоваться для получения более подробной информации о станциях 

и линиях метро в городе. Оценивая пространственное размещение линий и станций метро 

Санкт-Петербурга, можно говорить о том, что оно охватывает основную часть города, но для 

более эффективного использования подземного транспорта необходимо его дальнейшее 

развитие, планирование оптимального расположения линий и станций в городе. Наиболее 

важным является строительство кольцевой линии и продление существующих линий в 

жилые районы, где отсутствует доступность метро. Следует также отметить, что 

строительство метро в городе должно проходить согласованно с развитием жилых построек 

и инфраструктуры. Если учесть эти факторы, метро в Санкт-Петербурге может стать самым 

перспективным транспортом в городе. 
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This article examines the spatial arrangement of the stations of the St. Petersburg metro based on the 

compiled cartographic material. The created maps give an idea of the exact location of metro lines and 

stations in the city. The description of the research object is presented, patterns of placement of metro 

stations and areas with a complete absence of metro stations are revealed, and the availability of underground 

transport for city residents is determined. As a result of the work, shortcomings were identified in the 

distribution of metro stations across the city, and ways to eliminate them were proposed. Promising sites for 

the construction of new metro stations and lines in St. Petersburg have been identified. 

Keywords: metro, underground transport, St. Petersburg, cartographic material, accessibility, line, 

residential areas. 
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ЭФФЕКТИВНОСТЬ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ТЕХНОЛОГИИ ТЕСТОВОГО КОНТРОЛЯ 

ЗНАНИЙ И УМЕНИЙ ОБУЧАЮЩИХСЯ ПРИ ИЗУЧЕНИИ КУРСА  

«ГЕОГРАФИЯ РОССИИ» В 9 КЛАССЕ 

 

Б.В. Левшаков, Д.О. Тимохова, М.В. Долганова 

ФГБОУ ВО «Брянский государственный университет имени академика И.Г. Петровского» 

 
В статье рассматривается технология тестового контроля как инструмент педагогического контроля в 

школьном курсе географии. На основе анализа психолого-педагогической литературы и 

практического опыта проводится комплексное исследование дидактических возможностей, 

методических условий и ограничений применения тестовых форм проверки знаний и умений 

учащихся. Особое внимание уделяется специфике географического образования, включающей 

необходимость проверки картографической грамотности, пространственного мышления, умения 

работать с различными источниками информации и анализировать природно-хозяйственные 

взаимосвязи. В статье обосновывается эффективность комбинированного подхода, сочетающего 

традиционные и тестовые формы контроля, рассматривается классификация тестовых заданий по 

географии и анализируются результаты экспериментального применения тестовой технологии в 

практике школьного географического образования. 

Ключевые слова: педагогическая технология, тестовый контроль, географическое образование, 

географические знания и умения, педагогическая диагностика, критерии оценивания, 

метапредметные и предметные результаты. 

 

Современная система образования переживает период трансформации, связанный с 

переходом от знаниевой парадигмы к компетентностной. В этих условиях особую 

актуальность приобретает проблема объективной, надежной и эффективной оценки 

образовательных результатов. Традиционные формы контроля (устный опрос, письменные 

работы) зачастую не способны в полной мере отражать динамику формирования сложных 

умений и компетенций, а также страдают субъективизмом в оценивании. Технология 

тестового контроля, получившая широкое распространение в системе образования за 

последние десятилетия, предлагает альтернативный подход, основанный на стандартизации 

процедуры, математической обработке результатов и количественной интерпретации данных 

[2]. 

География как учебный предмет обладает специфическими характеристиками, 

которые должны учитываться при организации контроля. К ним относятся: необходимость 

проверки пространственного мышления и картографической грамотности; оценка умения 

анализировать причинно-следственные связи в системах «природа-население-хозяйство»; 

контроль навыков работы со статистическими материалами, графиками, диаграммами, 

космическими снимками; проверка знания географической номенклатуры. Все это делает 

вопрос выбора и разработки адекватных средств контроля особенно важным [8, 9]. 

Целью настоящей статьи является комплексный анализ эффективности использования 

тестовой технологии для контроля знаний и умений учащихся на уроках географии при 

изучении курса «География России», определение дидактических возможностей и 

ограничений данной технологии, а также разработка методических рекомендаций по ее 

оптимальному применению в школьной практике. 

В педагогике тест определяется как стандартизированное задание, предназначенное 

для измерения уровня развития определенного психологического качества или оценки 

достижений в учебной деятельности. Ключевыми характеристиками педагогического теста 
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являются: стандартизация процедуры проведения, наличие нормативных данных для 

сравнения, определенные психометрические характеристики (надежность, валидность, 

дискриминативность) и количественный характер результатов. 

С точки зрения психологии обучения, тестирование опирается на теорию 

деятельности (А.Н. Леонтьев) и теорию планомерно-поэтапного формирования умственных 

действий и понятий (П.Я. Гальперин). Тестовая задача представляет собой модель учебной 

ситуации, которая позволяет выявить степень сформированности определенных действий и 

операций. Согласно когнитивной психологии, тестирование позволяет оценить не только 

наличие знаний, но и структуру когнитивных схем, способы обработки информации, 

стратегии решения задач. Это особенно важно для географии, где формирование системного 

мышления является одной из ключевых целей обучения [4]. 

С дидактической точки зрения тестирование выполняет несколько функций: 

диагностическая – выявление уровня знаний, умений, пробелов в подготовке; обучающая – 

организация деятельности по применению знаний в новых ситуациях; развивающая – 

формирование навыков самоконтроля, логического мышления; воспитательная – развитие 

ответственности, организованности, объективной самооценки; прогностическая – 

определение возможностей дальнейшего обучения [2, 3]. 

Эффективность тестового контроля зависит от соблюдения ряда принципов: 1) 

принцип научности, требующий соответствия тестовых заданий современным научным 

представлениям, точности формулировок, корректности используемых данных; 2) принцип 

валидности, означающий, что тест измеряет именно те качества, для оценки которых он 

предназначен; 3) принцип надежности, характеризующийся устойчивостью результатов 

тестирования к случайным факторам, т.е. дает сопоставимые результаты при повторном 

проведении в аналогичных условиях; 4) принцип репрезентативности,  предполагающий, что 

тест включает задания, адекватно отражающие все основные разделы учебной программы; 5) 

принцип дифференцирующей способности, означающий, что тест позволяет различать 

учащихся с разным уровнем подготовки и 6) принцип практической целесообразности, 

учитывающий временные затраты на проведение тестирования, простоту обработки 

результатов, доступность материалов [3]. 

Современное географическое образование ориентировано на формирование 

целостного географического образа мира, понимание основных закономерностей развития 

географической оболочки, взаимосвязей природы и общества. Контроль в географии должен 

оценивать не только знание фактов и понятий, но и сформированность ключевых 

компетенций: умение «читать» карты разного содержания, ориентироваться в пространстве, 

анализировать пространственные взаимосвязи; понимание закономерностей развития 

природных систем, оценка экологических ситуаций, прогнозирование последствий 

антропогенного воздействия; анализ территориальной организации общества, понимание 

географии мирового хозяйства, региональных различий в уровне развития [7]. 

Очень значимы информационные компетенции, а именно умение работать с 

различными источниками географической информации (картами, статистикой, текстами, 

космическими снимками), критически оценивать информацию, и практико-ориентированные 

компетенции – применение географических знаний для решения бытовых и 

профессиональных задач, ориентирования в повседневной жизни. 

В школьной практике на уроках географии традиционно сложились и доминируют 

следующие формы контроля: устный опрос, позволяющий оценить глубину понимания 

материала, умение связно излагать мысли, вести дискуссию. Однако он отличается 

субъективностью, зависимостью от личных качеств ученика (коммуникативность, 

уверенность) и требует значительных временных затрат. Письменные работы 

(географические диктанты, описания, рефераты) развивают навыки письменной речи, 

систематизации материала, но проверка таких работ трудоемка, часто страдает 

необъективностью. Практические работы с картами, приборами, статистическими 
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материалами наиболее адекватны специфике географии, однако их организация сложна, а 

критерии оценивания часто размыты. Творческие проекты, позволяющие оценить умение 

применять знания в новых ситуациях, но слабо поддающиеся стандартизации. 

В целом, основными ограничениями традиционных форм контроля являются: 

субъективизм оценки, неполный охват учебного материала, низкая оперативность получения 

результатов, трудности в сравнении достижений разных учащихся, высокая эмоциональная 

нагрузка на учащихся [1, 3]. 

Технология тестового контроля предлагает решения для многих проблем 

традиционного контроля. Объективность обеспечивается стандартизацией процедуры, 

однозначностью правильных ответов, возможностью машинной обработки. Полнота охвата 

достигается за счет включения заданий по всем разделам программы. Оперативность 

проявляется в быстрой проверке и возможности немедленного анализа результатов. 

Сравнимость результатов разных учащихся и разных образовательных учреждений. 

Дифференциация уровня подготовки за счет заданий различной сложности. И конечно, 

обеспечение психологического комфорта для учащихся, испытывающих страх перед устным 

ответом. Однако важно понимать, что тестирование не может полностью заменить 

традиционные формы контроля, а должно использоваться в комплексе с ними. 

В классификация тестовых заданий по географии выделяют: по форме представления 

и типу ответа: задания закрытого типа (с выбором ответа), среди которых могут быть 

задания с единственным правильным ответом, с множественным выбором (несколько 

правильных вариантов), на установление соответствия и на установление правильной 

последовательности;  задания открытого типа (со свободно конструируемым ответом), в том 

числе с кратким ответом (слово, число) или с развернутым ответом (объяснение, описание, 

решение задачи); задания на дополнение (с конструируемым ответом в заданной форме) с 

пропущенными словами в тексте и с незаконченными схемами, диаграммами. Так же могут 

использоваться комплексные задания на основе работы с разными источниками 

географической информации (анализ текста географического содержания, работа со 

статистическими таблицами, интерпретация графиков и диаграмм, анализ карт, планов 

местности, космических снимков) [7, 8, 9]. 

По проверяемым умениям и видам учебной деятельности тестовые задания 

дифференцируются на: задания на узнавание и воспроизведение (репродуктивный уровень) 

(узнавание географических объектов на карте, воспроизведение определений, фактов, 

номенклатуры); задания на понимание и применение (продуктивный уровень) (объяснение 

причинно-следственных связей, применение знаний в типовых ситуациях, анализ 

конкретных географических ситуаций); задания на анализ, синтез и оценку (творческий 

уровень) (сравнение географических объектов и явлений, прогнозирование развития 

ситуаций, оценка географических явлений с разных позиций, решение проблемных задач). 

Так же тестовые задания можно классифицировать по содержательному компоненту 

географического образования: задания по физической географии, социально-экономической 

географии, региональной географии. 

Ряд авторов выделяют и специфические формы тестовых заданий по географии. 

Например, картографические тесты – задания, непосредственно связанные с работой с 

картой (определение объектов по координатам, определение направлений, расстояний, 

анализ картографических рисунков, сопоставление карт разного содержания), задания 

«географический диктант», направленных на проверку знания номенклатуры (например, 

подписи на контурной карте, определение объектов по описанию); географические задачи и 

кейс-задания на основе реальных географических ситуаций (анализ экологических проблем, 

планирование территориального развития, оценка экономических проектов) [2, 5]. 

Методика разработки и применения тестов по географии включает несколько этапов: 

1) определение целей тестирования; 2) анализ содержания учебного материала; 3) 

конструирование тестовых заданий; 4) экспертиза и апробация, включающий 
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содержательную (соответствие программе, научная корректность) и методическую 

экспертизы (соответствие возрастным особенностям) и статистическую апробацию 

(определение трудности, дискриминативности); 5) стандартизация и оформление 

(определение временных нормативов, разработка бланков ответов и составление руководства 

по проведению) [2, 3]. 

Критериями качества тестовых заданий служат: содержательные критерии, 

включающие соответствие программе и целям обучения, научная достоверность 

информации, актуальность содержания и практическая значимость; методические критерии – 

однозначность формулировок, отсутствие двусмысленностей и подсказок, адекватность 

формы заданий проверяемому содержанию и соответствие возрастным возможностям 

учащихся; психометрические критерии – индекс трудности (оптимально 0,4-0,6 для 

большинства заданий), индекс дискриминации (способность дифференцировать сильных и 

слабых учащихся), надежность (стабильность результатов) и валидность (соответствие целям 

измерения); эргономические критерии – четкость оформления, удобство для восприятия и 

рациональное использование рабочего пространства бланка тестового листа. 

Компьютерные технологии расширяют возможности тестового контроля. Они 

добавляют интерактивность, т.е. возможность имитации географических процессов, 

динамического изменения карт; мультимедийность – включение видеофрагментов, 

анимации, звуковых сопровождений и адаптивность – подбор заданий в зависимости от 

ответов ученика. Так же возможна непосредственная работа с картами – интерактивное 

выполнение заданий на цифровых картах. Преимуществом является автоматизация проверки 

и анализа результатов. Однако компьютерное тестирование требует специального 

оборудования, цифровых компетенций учителя и учеников, защиты от технических сбоев. 

Для проверки гипотезы о эффективности технологии тестового контроля в 

географическом образовании было проведено экспериментальное исследование в 2026 году 

на базе 2-х общеобразовательных школ г. Брянска. В исследовании участвовали 150 

учащихся 9 класса. Методы исследования: педагогический эксперимент (контрольные и 

экспериментальные группы), наблюдение за учебным процессом, опрос учителей и 

анкетирование учащихся, анализ учебной документации и статистическая обработка 

результатов. 

В экспериментальных группах проводился текущий контроль – короткие (10 минут) 

тесты по следующим 10 темам уроков «Европейский Север России: географическое 

положение, особенности природно-ресурсного потенциала, населения и хозяйства», «Северо-

Запад России: географическое положение, особенности природно-ресурсного потенциала, 

населения и хозяйства», «Центральная Россия: географическое положение, особенности 

природно-ресурсного потенциала, населения и хозяйства» и «Поволжье: географическое 

положение, особенности природно-ресурсного потенциала, населения и хозяйства». Тесты 

включали 10 заданий разного типа: 2 тестовых задания закрытого типа, 2 – на установление 

соответствия и на установление правильной последовательности; 2 – открытого типа, в том 

числе с кратким ответом и с развернутым ответом; 2 – на дополнение с пропущенными 

словами в тексте и с незаконченными схемами, диаграммами. Так же использовались 2 

комплексных задания на основе работы с разными источниками географической 

информации (работа со статистическими таблицами, интерпретация графиков и диаграмм, 

анализ карт). Особенностью эксперимента было сочетание тестовых и традиционных форм. 

После каждого тестирования проводился анализ ошибок. 

Результаты эксперимента показали, что в экспериментальных группах средний балл за 

итоговые работы вырос на 15% по сравнению с контрольными группами, качество знаний 

(доля учащихся с оценками «4» и «5») увеличилось с 45% до 65%. Наиболее значительный 

прогресс наблюдался в выполнении заданий на работу с картами и анализ статистических 

данных. Снизилась доля учащихся, не освоивших минимальный необходимый уровень (с 

18% до 8%). 80% учащихся экспериментальных групп отметили, что тестовый контроль 
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вызывает меньше стресса, чем устный опрос, 65% считают, что тесты помогают лучше 

понять свои слабые стороны, 70% респондентов оценили тестовую систему как более 

объективную. Характерна положительная динамика сформированности умений: работа с 

географическими картами – рост на 30%, анализ статистических данных –  рост на 22%, 

установление причинно-следственных связей – рост на 15%, умение решать географические 

задачи – рост на 25%. 

Несмотря на положительные результаты, были выявлены методические проблемы: 

трудность разработки заданий высокого когнитивного уровня, ограниченность тестов в 

оценке творческих способностей и сложность проверки умения устно излагать 

географическую информацию. Среди психологических проблем можно назвать, то, что у 

части учащихся сформировалась стратегия угадывания ответов, снизилась практика 

публичных выступлений и у некоторых учеников проявилась «тестовая усталость». 

На основе проведенного исследования были сформулированы следующие условия 

эффективного использования тестовой технологии: тестовый контроль должен сочетаться с 

традиционными формами, дополняя их, а не заменяя их полностью; нужно использовать 

задания разного уровня сложности в зависимости от целей контроля и подготовленности 

учащихся; обязателен анализ результатов тестирования, но совместно с учащимися, разбор 

типичных ошибок. 

Очень важно соблюдать принцип систематичности, т.е. регулярное проведение 

тестирования для отслеживания динамики развития учащихся. Эффективность повышается 

через включение в тесты заданий, требующих не только воспроизведения, но и применения 

знаний в новых ситуациях. 

Актуальна разработка и использование компетентностно-ориентированных тестов, 

которые проверяют сформированность ключевых компетенций, включают межпредметные 

задания и задания на основе реальных жизненных ситуаций. 

Проведенное исследование подтверждает гипотезу об эффективности тестовой 

технологии для контроля знаний и умений на уроках географии при условии ее грамотного 

использования в комплексе с традиционными формами оценивания. Тестовый контроль 

позволяет объективно и оперативно оценивать учебные достижения, охватывать широкий 

спектр содержания, дифференцировать уровень подготовки учащихся. 

Специфика географического образования требует особого внимания к разработке 

заданий, проверяющих картографическую грамотность, пространственное мышление, 

умение работать с различными источниками информации, анализировать природно-

хозяйственные взаимосвязи. Наиболее эффективными являются комплексные тесты, 

сочетающие задания разных типов и уровней сложности. 

Экспериментальное исследование показало, что систематическое использование 

тестового контроля способствует повышению качества географического образования, 

развивает навыки самоконтроля у учащихся, экономит время учителя на проверку работ. При 

этом важно избегать крайностей – нельзя сводить весь контроль исключительно к 

тестированию, необходимо сохранять устные формы работы, практические занятия, 

творческие проекты. 

Перспективными направлениями развития тестового контроля в географическом 

образовании являются цифровизация, создание компетентностно-ориентированных заданий, 

развитие формирующего оценивания, учет особенностей разных категорий учащихся. 

Реализация этих направлений требует совершенствования подготовки учителей географии в 

области педагогических измерений, развития учебно-методической базы, создания единого 

банка качественных тестовых материалов. 

Таким образом, тестовая технология представляет собой мощный инструмент 

повышения эффективности образовательного процесса по географии, который при разумном 

использовании способствует достижению современных образовательных результатов, 

соответствующих требованиям ФГОС и вызовам времени. 
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Bryansk State University named after Academician I. G. Petrovsky 

 
The article discusses the technology of test control as a tool for pedagogical control in the school geography 

course. Based on the analysis of psychological and pedagogical literature and practical experience, a 

comprehensive study is conducted to examine the didactic possibilities, methodological conditions, and 

limitations of using test forms to assess students' knowledge and skills. Special attention is given to the 

specific features of geographical education, including the need to assess cartographic literacy, spatial 

thinking, and the ability to work with various sources of information and analyze natural and economic 

relationships. The article substantiates the effectiveness of a combined approach that combines traditional 

and test forms of control, examines the classification of test tasks in geography, and analyzes the results of 

the experimental application of test technology in the practice of school geography education. 

Keywords: pedagogical technology, test control, geographical education, geographical knowledge and 

skills, pedagogical diagnostics, evaluation criteria, metasubject and subject results. 
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Требования к объему статей. 
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К статье должна быть приложена авторская справка, содержащая следующую 

информацию по каждому автору: фамилию, имя, отчество (при наличии), научную степень, 

ученое звание, место работы, должность, точный почтовый адрес места работы (домашний 

адрес указывать недопустимо), контактный телефон – рабочий или сотовый (домашний 

телефон указывать недопустимо), e-mail, согласие на обработку указанных данных и 

размещение их в журнале. См. образец авторской справки.  

В статье следует использовать только общепринятые сокращения. 

Редакция не принимает к рассмотрению рукописи статей, оформленные не по 

установленным правилам.  

Требования к структуре статей. 

Статья формируется из отдельных структурных составляющих в следующей 

последовательности: 

1) первая строка: номер УДК (стиль «УДК»); 

2) вторая строка: название статьи (стиль «Название»);  

3) пропустив одну строку: фамилии и инициалы авторов (стиль «Автор»); 

4) наименование организации(й), которую представляют авторы (стиль 

«Организация»); 

5) пропустив одну строку: аннотация на русском языке (стиль «Аннотация»); 

6) ключевые слова (стиль «Ключевые слова»); 

7) пропустив одну строку: основной текст статьи (стиль «Текст») с иллюстрациями 

(стиль «Подрисуночная надпись») и таблицами (стили «Номер таблицы» и «Название 

таблицы»); 

8) пропустив одну строку: список литературы (стили «Список литературы» и 

«Источники»); 

9) пропустив одну строку: сведения об авторах (стили «Об авторах» и «Сведения»); 
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10) пропустив одну строку: название статьи на английском языке (стиль «Название»); 

11) пропустив одну строку: фамилии и инициалы авторов на латинице (стиль 

«Автор»); 

12) наименование организации(й), которую представляют авторы, на латинице (стиль 

«Организация»); 

13) пропустив одну строку: аннотация на английском языке (стиль «Аннотация»); 

14) ключевые слова на английском языке (стиль «Ключевые слова»); 

15) пропустив одну строку: список литературы на английском языке (стиль «Список 

литературы» и «Источники»); 

16) пропустив одну строку: сведения об авторах на английском языке (стили «Об 

авторах» и «Сведения»). 

Указанные структурные составляющие статьи являются обязательными. 

Требования к оформлению структурных составляющих статей. 

Аннотация на русском языке, в которой отражается краткое содержание статьи, 

должна иметь объем, как правило, не более 8 строк. Аннотация на английском языке должна 

содержать не менее 100-250 слов, быть информативной (отражать основное содержание 

статьи и результаты исследований) и оригинальной (не быть калькой аннотации на русском 

языке). 

Количество ключевых слов на русском и английском языках не должно превышать 15 

слов (для каждого языка). 

Оптимальной считается следующая структура статьи: «Введение» с указанием 

актуальности и цели научной работы, «Постановка задачи», «Результаты», «Выводы или 

заключение», «Литература», «Приложение». В «Приложении» при необходимости могут 

приводиться математические выкладки, не вошедшие в основной текст статьи и иной 

вспомогательный материал). В тексте статьи допускается использование систем физических 

единиц СИ (предпочтительно) и/или СГСЭ. В обязательном порядке статья должна 

завершаться выводами или заключением. 

Все иллюстрации и таблицы – не редактируемые файлы в формате jpg, которые 

должны быть вставлены в текст. Дополнительно иллюстрации прилагаются отдельными 

файлами в формате jpg. Рисунки встраиваются в текст через опцию «Вставка-Рисунок-Из 

файла» с обтеканием «В тексте» с выравниванием по центру страницы без абзацного 

отступа. Иные технологии вставки и обтекания не допускаются. Все рисунки и чертежи 

выполняются четко, в формате, обеспечивающем ясность понимания всех деталей; это 

особенно относится к фотокопиям и полутоновым рисункам. Рисунки, выполненные 

карандашом, не принимаются. Рисунки, выполненные в MS Word, недопустимы. Язык 

надписей на рисунках (включая единицы измерения) должен соответствовать языку самой 

статьи. Поясняющие надписи следует по возможности заменять цифрами и буквенными 

обозначениями, разъясняемыми в подписи к рисунку или в тексте. Авторов, использующих 

при подготовке рисунков компьютерную графику, просим придерживаться следующих 

рекомендаций: графики делать в рамке; штрихи на осях направлять внутрь; по возможности 

использовать шрифт Times New Roman; высота цифр и строчных букв должна 

соответствовать высоте букв в тексте статьи.  

Формулы должны быть набраны только в редакторе формул (Microsoft Equation). 

Высота шрифта 12 pt, крупных индексов - 8 pt, мелких индексов – 5 pt, крупных символов – 

18 pt, мелких символов – 12 pt. Формулы, внедренные как изображение, не допускаются! 

Статья должна содержать лишь самые необходимые формулы, от промежуточных выкладок 

желательно отказаться. Векторные величины выделяются прямым полужирным шрифтом. 

Все сколько-нибудь громоздкие формулы выносятся на отдельные строки. Формулы должны 

быть вставлены по центру в таблицу с невидимыми контурами, состоящей из двух колонок. 

Левая широкая колонка используется для размещения самой формулы, а правая узкая 

колонка – для номера формулы. Номер формулы ставится в скобках и располагается по 
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центру ячейки таблицы. Нумеруются только те формулы, на которые имеются ссылки в 

тексте статьи. 

В список литературы включаются только те источники, на которые в тексте статьи 

имеются ссылки. Желательно шире использовать иностранные источники. Список 

формируется либо в порядке цитирования, либо в алфавитном порядке (вначале источники 

на русском языке, затем на иностранных языках). Ссылки на литературу по тексту статьи 

необходимо давать в квадратных скобках. Библиографические описания цитируемых 

источников в списке литературы оформляются в соответствии с ГОСТ 7.0.5-2008 «Система 

стандартов по информации, библиотечному и издательскому делу. Библиографическая 

ссылка. Общие требования и правила составления». Ссылки на работы, находящиеся в 

печати, не допускаются. Список литературы должен быть продублирован на латинице (см. 

Написание русских символов латиницей). Рекомендации по представлению ссылок в списке 

литературы на латинице, удовлетворяющего требованиям поисковых систем международных 

баз данных, – см. Представление источников на латинице. 

Сведения об авторах должны включать следующую информацию (на русском и 

английском языках): фамилию и инициалы автора, ученую степень и ученое звание (при их 

наличии), должность с указанием места работы (полное название организации, без 

сокращения), адрес электронной почты. В англоязычном варианте желательно (но не 

обязательно) также привести дополнительную информацию, в частности, указать дату 

рождения, назвать законченные учебные заведения и полученные в них научные степени или 

квалификацию, указать область научных интересов и др.  

Требования к составу присылаемого в редакцию комплекта документов. 

В комплект документов, присылаемых в редакцию журнала, должны входить: 

1) файл с расширением .doc, содержащий полностью подготовленную к публикации 

согласно вышеперечисленным требованиям журнала статью (включая размещенные в ее 

тексте рисунки), название которого складывается из фамилий всех авторов (например, 

«Иванов И.И.,Петров П.П.doc»); 

2) файлы с расширением .jpg, содержащие по одному рисунку статьи, название 

которых соответствует номерам рисунков (например, «Рисунок 01.jpg»); 

3) файлы с расширением .pdf, содержащие по одной авторской справке с подписью 

автора, название которых соответствует фамилии автора (например, «Иванов И.И.doc»). 

К статьям, выполненными аспирантами или соискателями научной степени кандидата 

наук, необходимо приложить рекомендацию, подписанную научным руководителем (если 

научный руководитель не входит в число соавторов данной статьи).  

Каждая статья в обязательном порядке проходит процедуру закрытого 

рецензирования. Порядок рецензирования установлен документом «Порядок рецензирования 

рукописей». По результатам рецензирования редколлегия оставляет за собой право либо 

вернуть автору статью на доработку, либо отклонить ее публикацию в журнале.  

Редакция журнала оставляет за собой право на редактирование статей с сохранением 

авторского варианта научного содержания.  

В опубликованной статье указывается дата поступления рукописи статьи в редакцию. 

В случае существенной переработки рукописи статьи указывается дата получения редакцией 

окончательного текста статьи. 

Статьи публикуются бесплатно. 

Все материалы отправлять по адресу:  

241036, г. Брянск, ул. Бежицкая, д.20, каб. 101 

Телефон: +7(4832)58-91-71, доб. 1083 

E-mail: uz_bgu@mail.ru 

Изменения и дополнения к правилам оформления статей можно посмотреть на 

официальном сайте журнала: http://www. scim-brgu.ru 
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